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Revisao de Algebra e Funcoes

Sobre este capitulo

Bem-vindo ao curso de Calculo Diferencial e Integral no dominio real. A experiéncia mostra
que a maior barreira para o sucesso nao sao os novos conceitos de limites, derivadas ou integrais,
mas as lacunas na matematica do ensino basico. Este capitulo de revisao foi desenhado para
calibrar as suas ferramentas algébricas antes de iniciarmos o estudo de limites.

Competéncias e habilidades

e Fluéncia Algébrica: Dominar a simplificacao de expressoes complexas para garantir que
o erro operacional nao seja um obstaculo em célculos avangados.

e Dominio de Inequagoes: Utilizar a notagao de intervalos e médulos para descrever
conjuntos numéricos e vizinhangas com precisao matematica.

e Catalogacao de Fungoes: Reconhecer as familias de fungoes elementares e compreender
como a variagao de seus parametros altera sua forma e comportamento.

e Correlagao Grafica: Desenvolver a capacidade de antecipar a representagao geométrica
de uma funcao a partir de sua estrutura algébrica no plano cartesiano.

Dica de Estudo: Utilize o Laboratorio Virtual como uma ferramenta de auditoria do seu
raciocinio. Apds resolver os desafios no papel, utilize os simuladores em Python para observar
como a variacdo dos pardmetros altera instantaneamente o comportamento das funcées. Consolidar
a visGo geométrica junto & algébrica € o caminho mais rdapido para a fluéncia nesta disciplina.

Laboratoério Virtual: Revisdo de Algebra e Funcoes

Explore o contetido desta unidade de forma interativa e dindmica através de [&]fa
simulacoes e desafios em Python, utilizando a plataforma do Google Colab. FH1:
Escaneie o QRcode ou acesse o link para iniciar sua pratica. :
https://colab.research.google.com /github /professorpalhares/Matematica, %2

blob /main /Funcoes-de-uma-Variavel /Lista_0_revisao.ipynb (="



https://colab.research.google.com/github/professorpalhares/Matematica/blob/main/Funcoes-de-uma-Variavel/Lista_0_revisao.ipynb
https://colab.research.google.com/github/professorpalhares/Matematica/blob/main/Funcoes-de-uma-Variavel/Lista_0_revisao.ipynb
https://colab.research.google.com/github/professorpalhares/Matematica/blob/main/Funcoes-de-uma-Variavel/Lista_0_revisao.ipynb
https://colab.research.google.com/github/professorpalhares/Matematica/blob/main/Funcoes-de-uma-Variavel/Lista_0_revisao.ipynb

Fungoes de uma Varidvel

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Amazonas
Campus Manaus - Distrito Industrial

Curso Bacharelado em Engenharia de Computagao

Disciplina | ECP12 - Calculo Diferencial e Integral I

Docente Eduardo Palhares Junior

Lista 0: Revisao de algebra e funcoes

Manipulagao Algébrica e Equacoes

1. O estudo de polindmios é a base para a manipulacao de muitas fun¢oes em Célculo.
Sabendo que r = 1 é uma das raizes do polinémio P(z) = 2% —7x?+ 14x — 8, encontre
as outras raizes e fatore P(z) completamente.

Solution: Se x = 1 é uma raiz, podemos usar o dispositivo de Briot-Ruffini para
dividir P(z) por (z — 1) e encontrar um polinémio de grau menor.

1[1 -7 14 =8
11 —6 8]0

O polinémio quociente ¢ Q(x) = x? — 62 + 8. Agora, basta encontrar as rafzes de
Q(x) usando a formula de Bhaskara ou soma e produto. As raizes de Q(zx) sao
x =2 e x = 4. Portanto, as outras raizes de P(z) sao 2 e 4.

A forma fatorada completa é o produto dos fatores (z —7;), onde r; sdo as raizes:

Plz)=(xr—1)(x = 2)(x —4)

2. A simplificacao de expressoes é fundamental antes de se aplicar conceitos como li-
mites. Simplifique ao méximo a seguinte expressao racional, indicando as restri¢oes

sobre a varidvel z:
22 —5x+6 22+3x+2

2 —4 2 —2x —3

Solution: Primeiro, fatoramos cada um dos polinomios da expressao:
e 22— 51 +6=(x—2)(xr—3) o ’+3r+2=(x+1)(z+2)

o 1 —4=(x-2)(x+2) o 1°—2x—3=(x—3)(z+1)

Agora, substituimos na expressao original:

(—=2)(z-3) (z+1)(z+2)
(x=2)(z+2) (x—=3)(z+1)
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Cancelamos os termos comuns, lembrando que para isso x nao pode assumir os
valores que zeram esses termos.

(2—=2J(z—3] (zATJ2A42)
(2—2NeA-2] (z—3](z+1]

As restrigoes sao os valores de = que zeram qualquer um dos denominadores
originais, que sao x # 2, x # =2, v #3 e x # —1.

3. Muitas vezes, em engenharia, o interesse nao esté na solugao exata, mas na existéncia
e na natureza dela. Considere a equacao maz? + 6z + 3 = 0, onde m ¢ uma constante
real. Sem resolver a equacao, determine os valores de m para os quais a equacao:

(a) Possui duas raizes reais e distintas.
(b) Possui exatamente uma raiz real.

(c) Nao possui raizes reais.

Solution: A natureza das raizes de uma equacao quadrética az? +bx +c =0 ¢é
determinada pelo discriminante A = > — 4ac. Neste caso, a =m, b=6¢ c= 3.

A =6>—4(m)(3) =36 — 12m
(a) Duas raizes reais e distintas (A > 0):
36—-12m >0 = 36 >12m = 3 >m

Além disso, para ser uma equacao quadratica, m # 0. Portanto, a condicao
ém<3em=#0.

(b) Exatamente uma raiz real (A=0oum =0): Se A=0 = m = 3.
Se m = 0, a equacao se torna 6x + 3 = 0, que tem uma unica raiz real
x = —1/2. Portanto, a condigao ¢ satisfeita para m = 3 ou m = 0.

(c) Nenhuma raiz real (A < 0):
36—-—12m <0 = 36 <12m = 3 <m

A condig¢ao é m > 3.

4. A formulagao de problemas em termos matematicos é uma habilidade central na
engenharia. O projeto de um data center prevé uma sala de servidores retangular
com area de 120 m2. Por restricoes de cabeamento, o comprimento da sala deve ser
7 metros maior que a sua largura. Determine as dimensoes (comprimento e largura)
da sala.
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Solution: Vamos definir as variaveis:

e w: largura da sala (em metros)

e [: comprimento da sala (em metros)
De acordo com o enunciado, temos duas relagoes:

1. A area é de 120 m2: [-w = 120
2. O comprimento é 7m maior que a largura: [ = w + 7
Substituindo a equagao (2) na equagao (1):
(w4+7)w=120
w? + Tw = 120
w? + Tw — 120 0
Podemos resolver esta equacao quadratica usando a féormula de Bhaskara.

—bE V0 —dac  —T+4/7>—4(1)(—120) —7+ /49 + 480

2a 2(1) 2
~7+23 16
74529 —T+23 V1= 5 =5 Sun=8
B P = ! ~7-23 30
Wy = 9 == 9 LWy = —15

Como a largura nao pode ser negativa, descartamos wy. A largura é w =8 m. O
comprimento é [ =w+7=84+7=15m.

As dimensoes da sala sao 15m de comprimento e 8m de largura.

Inequacoes e Intervalos

5. A resolugao de inequagoes-quociente é crucial para determinar o dominio de fungoes
e analisar seus sinais. Resolva a seguinte inequagao e apresente a solucao em notacao

de intervalo:
x? —3x— 10 -

8—x -

0

Solution: Para resolver uma inequagao-quociente, estudamos o sinal do nume-
rador e do denominador separadamente.

Numerador (N): N(z) = 2% — 3z — 10. As rafzes sao r = —2 ¢ x = 5. Como &
uma parabola com concavidade para cima, N(x) > 0 para z < —2 ou x > 5.
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Denominador (D): D(z) = 8—xz. Araiz é z = 8. Como ¢ uma reta decrescente,
D(z) > 0 para x < 8. Note que o denominador nao pode ser zero, entao = # 8.

Agora, montamos o quadro de sinais para a fracao N(x)/D(x):

Intervalo | (—o0,—2) —2 (—=2,5) 5 (5,8) 8 (8,00)
N(z) + 0 - 0 + + +
D(x) + + + + + P -

N(x)/D(x) + 0 - 0 + B -

Queremos os intervalos onde a expressao ¢ maior ou igual a zero (> 0). Pelo
quadro, isso ocorre para xr < —2 ou b < x < 8.

Solugao em notagao de intervalo: S = (—oo, —2] U [5,8).

6. Inequacoes modulares sao frequentes em problemas de engenharia que envolvem to-
lerancias e margens de erro. Encontre o conjunto solugao da inequacao:

|2z — 5| > 3

Solution: A inequagao modular |A| > B (com B > 0) é equivalente a A > B ou
A < —B. Aplicando essa propriedade, temos duas inequacoes para resolver:

Caso 1: 2z —5 >3
20 >8 — x >4

Caso 2: 2z — 5 < —3
2r <2 —= <1

A solugao é a uniao dos dois casos.

Solugao em notagao de intervalo: S = (—o0,1) U (4, 00).

7. A anélise grafica é uma forma poderosa de interpretar desigualdades. Considere as
funcoes f(x) = |r — 2| e g(x) = § + L.
(a) Esboce o grafico de ambas as fun¢oes no mesmo sistema de coordenadas.

(b) Usando o seu grafico, identifique visualmente os intervalos de x para os quais

f(x) < g(x).

Solution:

(a) O grafico de f(x) = | — 2| € uma fungao em "V"com o vértice em (2,0). O
grafico de g(z) = 5 + 1 ¢ uma reta com inclinagao 1/2 que intercepta o eixo
yemy=1.
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55

-1.5

(b) A condigao f(x) < g(x) ocorre nos intervalos de = onde o grafico de f(z)
(0o "V") esta abaizo do grafico de g(z) (a reta). Visualmente, isso acontece
entre os dois pontos de intersecao dos gréaficos. Para encontrar esses pontos,
resolvemos f(z) = g(x).

Intersegao 1 (v >2): 2 -2=5+1 = 5=3 = 2=6.
Intersegao 2 (z <2): —(z—-2)=5+1 = —r+2=5+1 = 1=
37“:>x:§.

Portanto, a reta esta acima do "V'"entre x = 2/3 e z = 6.

Solugao em notacao de intervalo: S = (2/3,6).

8. O dominio de uma funcao é o conjunto de todos os valores de entrada para os quais
a funcao produz uma saida real. Em engenharia, o dominio define as condic¢oes
operacionais seguras de um sistema. Determine o dominio da funcao:

h(z) =vVa?—4x -5

Apresente a resposta em notacao de intervalo.
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Solution: A funcéo raiz quadrada, v/A, s6 esta definida no conjunto dos nimeros
reais se o seu argumento A for ndo-negativo, ou seja, A > 0. Para a fungao h(z),
o argumento ¢ A = x? — 4x — 5. Portanto, a condigio para que h(z) seja real é:

2 —4r—5>0

Esta ¢ uma inequagao quadréatica. Primeiro, encontramos as raizes da equagao
2?2 —4r —5=0. Asraizes sao r = —1 e x = 5. A fungao A(x) =2®> —4x —5 ¢
uma parabola com a concavidade voltada para cima. Portanto, ela é positiva ou

nula "para fora"de suas raizes.
Conclusao: A inequacao 22 — 4z — 5 > 0 é satisfeita quando z < —1 ou & > 5.

Dominio em notagao de intervalo: D(h) = (—o0, —1] U [5, 00).

Funcoes, Dominio e Graficos

9. A composigao de fungdes é uma operagao fundamental para construir fungoes mais
complexas, e sua compreensao é essencial para a Regra da Cadeia em derivacgao.
Dadas as fungoes f(z) = vz + 1 e g(z) = 2* — 1, determine:

(a) A expressao para a fun¢ao composta (f o g)(x) = f(g(z)) e seu respectivo do-
minio.

(b) O valor de (go f)(15).

Solution:

(a) Para encontrar f(g(x)), substituimos a expressao de g(x) dentro de f(z):

(fog))=f(a® =1) = V(22— 1) + 1= Va? = |z]

O dominio da fungao composta é o conjunto de x tal que x esta no dominio
de g e g(x) estd no dominio de f. O dominio de g(z) ¢ R. O dominio de
f(z) ¢ x > —1. Portanto, precisamos que g(x) > —1, ou seja, 2 — 1 > —1,
o que implica 22 > 0. Isso ¢ verdade para todos os ntimeros reais.

Resposta: (f o g)(z) = |z|, com dominio D = R.
(b) Para calcular (go f)(15) = g(f(15)), primeiro calculamos f(15):
f(15) = V15 +1 =16 = 4
Agora, aplicamos g a este resultado:
g(4)=4*-1=16—-1=15

Resposta: (go f)(15) = 15.
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10. A fungao inversa "desfaz"o que a funcao original faz, um conceito importante em
logaritmos, exponenciais e fungoes trigonométricas inversas. Determine a funcao

inversa f~'(z) da fungao f(x) = 2=,

Solution: Para calcular a fun¢ao inversa, trocamos x por y e isolamos o novo y.

20 — 1 2y — 1
—— I =
x4+ 3 y+3

Agora, isolamos y:

x(y+3)=2y—1

Yy +3r =2y —1

xy —2y=—-3r—1
3+ 1 ylx —2) = -3x —1

Resposta: A fungao inversa é f~!(z) = 5o —3r—1
_ y= 22
T —2

y:

11. A analise de simetria de uma funcao pode simplificar calculos, especialmente em
integrais definidas. Determine se as seguintes fungoes sao pares, impares ou nenhuma
das duas. Justifique sua resposta algebricamente.

— 4 342 sin(x — 392
(a) flo) =a* =32 +5 (1) (p) = x(g ) (c) h(z) =23 — 2z
Solution: Lembramos que uma fun¢do f é par se f(—z) = f(x) e impar se
f(=z) = —f(x) para todo x no dominio.

(a) Calculamos f(—z):

f(=z) = (—2)* = 3(—2)®* +5 = 2* — 32 + 5 = f(z) (fungdo par)

(b) Calculamos g(—z), lembrando que sin(—z) = — sin(z):
., _sin(—z) —sin(z) sin(z) _
g( l’) - (—C(,’)?’ - —5(73 - £L'3 - g(l‘) (fun(;ao par)

(c) Calculamos h(—x):
h(—x) = (—2)* — 2(—2)* = —2* — 22°

Aqui, h(—z) # h(z) e h(—x) # —h(x) = —23 + 22%. Portanto, a fungao nao
é par nem impar.

12. Compreender transformagoes de graficos permite esbocar fungoes complexas a partir
de fungoes mais simples. O gréfico da fungao f(x) é dado abaixo. Esboce o grafico
da fungao transformada g(z) = — f(x — 2) + 1.

x4+ 2, se —2<zx<0
flz)=¢—-2x+2, se0<zr<1
0, caso contrario
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Solution: A transformacao g(z) = —f(x — 2) + 1 pode ser entendida em trés

passos, a partir do grafico de f(z):

1. f(x —2): Translagao do grafico original 2 unidades para a direita.

25

1.5

-2 -15 -1 -05 0

-25

2. —f(x —2): Reflex@o do grafico transladado em torno do eixo x.

25

15

0.5 1 1.5 2 25 3

-2 -15 -1 -05 0

0.5 1 1.5 2 25 3
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3. —f(z —2) 4+ 1: Translagao do grafico refletido 1 unidade para cima.

25

15

-2 -1.5 -1 -05 0 0.5

-25

Aplicando essa sequéncia de transformacoes ao grafico dado, obtemos o esbogo
do gréfico de g(z).

13. Funcgoes definidas por partes sao excelentes para modelar situagdes que mudam de
comportamento. Uma empresa de telefonia cobra uma assinatura mensal de R$ 40,00
que dé direito a 200 minutos de ligagao. Se o cliente exceder os 200 minutos, cada
minuto adicional custa R$ 0,30.

(a) Escreva uma fun¢do C'(m) que represente o custo mensal em fungao do nimero
de minutos m utilizados.

(b) Calcule o custo para um cliente que utilizou 350 minutos em um més.

Solution:

(a) A funcao tem dois comportamentos diferentes, um para até 200 minutos e
outro para mais de 200 minutos.

e Se 0 <m <200, o custo ¢ fixo: C(m) = 40.

e Se m > 200, o custo é o valor fixo mais o custo dos minutos excedentes.
O ntamero de minutos excedentes ¢ (m — 200). O custo adicional é
0,30 (m —200). Portanto, o custo total & C'(m) = 40+ 0, 30(m — 200).

10
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Juntando as partes, a funcao é:

Cm) 40, se 0 <m <200
m) =
40 + 0,30(m — 200), se m > 200

(b) Para calcular o custo de 350 minutos, usamos a segunda parte da fungao,
pois 350 > 200.

C(350) = 40 + 0, 30(350 — 200) = 40 + 0, 30(150) = 40 + 45 = 85

Resposta: O custo para 350 minutos é de R$ 85,00.

14. Em projetos de engenharia, ¢ comum expressar uma quantidade em funcao de outra
para fins de otimizagao. Um fazendeiro quer construir um cercado retangular e dividi-
lo ao meio com uma cerca paralela a um dos lados. Ele dispoe de 600 metros de cerca
no total.

(a) Expresse a area total A do cercado como uma func¢do de uma de suas dimensées
(por exemplo, a largura x).

(b) Determine o dominio da funcdo Area no contexto deste problema.

Solution:

(a) Vamos definir as dimensoes do cercado. Seja x a largura e y o comprimento.
A cerca interna serd paralela ao lado de comprimento .

O comprimento total da cerca usada é a soma do perimetro mais a cerca
interna.
Cerca Total = 2x + 2y +x = 3x + 2y

Sabemos que o total de cerca disponivel é 600 metros:
3z + 2y = 600

Podemos isolar y em funcao de z:

3
2y =600 — 3z — y:300—§:€

A area do cercado é A = x - y. Substituindo a expressao de y:
3 3
Alz) =2 (300 — Em) = 300z — 5;1:2

Resposta: A érea em funcdo da largura = é¢ A(x) = 300z — %x2.

(b) O dominio da fungao sao os valores possiveis para . Como x é uma dimen-
sao, deve ser positivo: > 0. Além disso, a outra dimensao, y, também deve
ser positiva.

3 3
y>0 —= 300—§x>0 — 300>§x — 600 >3z — 200 >z

11
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Portanto, a largura x deve estar entre 0 e 200 metros.
Resposta: O dominio da func¢ao ¢ D(A) = (0, 200).

Funcoes Essenciais

15. O dominio de func¢oes logaritmicas é uma fonte comum de erros. Resolva a seguinte
equagao logaritmica, lembrando-se de verificar as condigoes de existéncia das solugoes:

logy(z — 1) + logy(x +1) =3

Solution: Condigao de Existéncia: Os argumentos dos logaritmos devem ser
estritamente positivos.

e r—1>0 = x>1

e r+1>0 — x> —1

A intersecao das duas condicoes é x > 1. Qualquer solucao encontrada deve
satisfazer esta condigao.

Resolvendo a equacao: E preciso utilizar a propriedade da soma dos logarit-
mos, log,(A) + log,(B) = log,(A - B):

logy((z = 1)(z +1)) =3
Pela definicao de logaritmo, b¥ = x, temos:

(z—-1D(x+1)=2°

2’ —1=38
=9
r==3
Temos duas solugdes mateméticas: © = 3 e z = —3. Agora, verificamos com a

condigao de existéncia (z > 1).

e 1 = 3: Satisfaz a condicdo (3 > 1).

e 1 = —3: Nao satisfaz a condigao (—3 # 1).

Resposta: O conjunto solugao ¢ S = {3}.
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16. A resolugao de equagoes trigonométricas exige o conhecimento do circulo trigonomé-
trico e das periodicidades. Encontre todas as solugoes da equagao 2cos?(6) —1 = 0
no intervalo [0, 27].

Solution: Primeiro, isolamos cos?(6):

2cos*(f) =1 = cos*(f) = %

Tirando a raiz quadrada de ambos os lados, obtemos duas possibilidades:

V2 V2

cos(f) = > ou cos(f) = 5

Agora, encontramos os angulos 6 no intervalo [0, 27| para cada caso.

e Para cos(d) = %2, os angulos sdo § = T (1° quadrante) e § = & (4°
quadrante).

e Para cos(f) = —*/75, os angulos sdo § = 3 (2° quadrante) ¢ § = 27 (39
quadrante).

Resposta: O conjunto solugao no intervalo [0,27] é S = {7, 37”, &= %’r )

17. A "grandeza"de um infinito ndo é sempre a mesma. Use seu conhecimento sobre o
comportamento de fungoes para comparar o crescimento das seguintes fungoes quando
x — 00. Coloque-as em ordem, da que cresce mais lentamente para a que cresce mais
rapidamente:

Solution: A hierarquia de crescimento para fungoes béasicas quando x — oo é
bem estabelecida: fungoes logaritmicas crescem mais lentamente que funcoes de
poténcia, que por sua vez crescem mais lentamente que fungoes exponenciais.

1. Crescimento mais lento: A funcao logaritmica, h(z) = In(z).

2. Fungoes de Poténcia: Entre f(z) = 22 e k(z) = /z = /2, a funcio
com o menor expoente cresce mais lentamente. Portanto, k(z) cresce mais
devagar que f(x).

3. Crescimento mais rapido: A funcdo exponencial, g(z) = e”, cresce mais
rapido que qualquer fun¢ao de poténcia.

Resposta: A ordem, da que cresce mais lentamente para a mais rapida, é:

h(z) =In(z) — kiz)=vz — f@)=2> — g)=¢"
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18. A amplitude, o periodo e a fase sao parametros que descrevem oscilagoes em sistemas
fisicos. Dada a fungao f(¢t) = —10cos (47Tt — g) + 5, identifique:

(a) A amplitude da oscilagao.
(b) O periodo da fungao.
(¢) O deslocamento de fase.

)

(d) O deslocamento vertical.

Solution: A forma geral de uma fungao cossenoidal é A cos(Bt — C') + D. Com-
parando com f(t) = —10cos (47Tt — %) +5, temos: A = —10, B=4n,C = J e
D =5.

(a) A amplitude é o valor absoluto de A.
Amplitude = | — 10| = 10.

(b) O periodo (T') ¢ calculado por T = %.
27

Periodo = 22 = 1 segundos (ou unidades de tempo).

c

(c) O deslocamento de fase ¢ dado por 7.

2 .
Deslocamento de Fase = % = % para a direita.

(d) O deslocamento vertical ¢é o valor de D.

Deslocamento Vertical = 5 unidades para cima.

19. O decaimento radioativo é modelado por uma funcao exponencial. A meia-vida do
Césio-137 & de aproximadamente 30 anos. Se um laboratorio possui uma amostra
inicial de 200 gramas de Césio-137:

(a) Determine a fungao M (t) que descreve a massa restante da amostra apos ¢ anos.

(b) Qual sera a massa restante apos 90 anos?

Solution: A férmula geral para o decaimento exponencial com base na meia-vida
(T)2) € M(t) = M- (%)t/Tl/Q. Dados do problema: My = 200 g e T}/, = 30 anos.

(a) Substituindo os valores na formula, temos:

M(t) = 200 - <%>t/30

Resposta: A fungio ¢ M (t) = 200 - (0.5)"/%.

(b) Para encontrar a massa restante apos ¢t = 90 anos, substituimos na funcao:

1 90/30 1\? 1
M (90) = 200 - (5) =200 - <§) =200 £ =25

Resposta: A massa restante apos 90 anos sera de 25 gramas.

14
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20. Em Manaus, a duragao do dia (horas de luz solar) varia muito pouco ao longo do
ano, mas em cidades de alta latitude essa variacao é grande e pode ser modelada por
uma fungao senoidal. Em uma cidade no hemisfério norte, a duragao do dia, D(t),
em horas, pode ser modelada pela funcgao:

2m
D(t) =12+ 4sin | —(t — 81
(t) + 4sin (365( ))
onde ¢ é o namero de dias desde o inicio do ano (¢t = 1 para 1° de janeiro).
(a) Qual a duragao do dia mais longo e do dia mais curto do ano?

(b) Qual a duracao do dia em ¢t = 172 (aproximadamente o solsticio de verao)?

Solution:

(a) A fungao seno varia entre -1 e 1. O dia mais longo ocorre quando sin(...) =
1.
Doz = 12+ 4(1) = 16 horas

O dia mais curto ocorre quando sin(...) = —1.

Dipin =12+ 4(—1) = 12 — 4 = 8 horas

(b) Para encontrar a duragao do dia em t = 172, substituimos na fungao:

. 2w . (27
D(172) = 12 4 4sin (%(172 - 81)) =12 +4sin (ﬁ(Ql))

Note que 91 dias é aproximadamente 365/4, entdao o argumento do seno é
2n 365 _ 21 _ &

365 4 T4 T2
D(172) ~ 12 + 4sin (g) — 124+ 4(1) = 16

Resposta: A duracgao do dia em t = 172 é de aproximadamente 16 horas, o
que corresponde ao dia mais longo (solsticio de verao).

Bons Estudos!!!
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Capitulo 1

Limites e Continuidade

Sobre este capitulo

Apos consolidar as bases algébricas, iniciamos agora a transi¢do para o pensamento dindmico
do célculo diferencial e integral. O estudo de limites permite investigar o comportamento de
funcbes em vizinhangas de pontos onde a aritmética convencional muitas vezes falha, como em
divisGes por zero ou tendéncias ao infinito. Compreender como os valores de uma fungao se
aproximam de um alvo é o alicerce fundamental para constru¢ao do raciocinio infinitesimal que
sao base para a continuidade e a taxa de variacao instanténea.

Competéncias e habilidades

e Percepcao de Vizinhanga: Compreender o comportamento de uma fungdo em proximi-
dade a pontos de interesse, distinguindo o valor real de sua tendéncia.

¢ Resolugao de Indeterminacgoes: Desenvolver estratégias algébricas para abordar indefi-

.~ . &) .. ~
ni¢oes do tipo 0 e — para encontrar o limite real de uma expressao.
00

e Analise de Tendéncias Assintéticas: Interpretar o comportamento de fungdes no longo
prazo e ao redor de pontos de crescimento explosivo, identificando as fronteiras verticais e
horizontais que estruturam os limites da func@o e sua representagao grafica.

e Discernimento de Continuidade: Avaliar a estabilidade de fungoes através da conver-
géncia de limites laterais, identificando pontos de ruptura e garantindo a fundamentagao
para o estudo de derivadas.

Dica de Estudo: Utilize o Laboratorio Virtual para explorar as regides de crescimento explosivo e
as tendéncias de longo prazo, usando o poder do Python para verificar vizinhangas com a precisao
que o papel dificilmente alcanga. A sequranca dos seus resultados reside na fundamentagdao tedrica
dos teoremas de continuidade e no rigor algébrico para tratar indeterminagoes.

Laboratoéorio Virtual: Limites

Escaneie o QRcode ou acesse o link para iniciar sua pratica.
https://colab.research.google.com/github/professorpalhares/Matematica/
blob/main/Funcoes-de-uma-Variavel /Lista_1 limites.ipynb
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Fungoes de uma Varidvel

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Amazonas
Campus Manaus - Distrito Industrial

Curso Bacharelado em Engenharia de Computagao

Disciplina | ECP12 - Calculo Diferencial e Integral I

Docente Eduardo Palhares Junior

Lista 1: Limites e continuidade

Intuicao e Analise Grafica de Limites

2 -9
1. Considere a fungao f(z) = 3
x j—

(a) Qual o dominio da fungao g(z)?

(b) Esboce o gréfico da fungao. O que vocé observa no ponto x = 37

(c) Crie uma tabela de valores para g(x) com z se aproximando de 3 pela esquerda
(ex: 2.9, 2.99, 2.999) e pela direita (ex: 3.1, 3.01, 3.001).

(d) Qual sua conjectura para o valor de lim,_,3 g(z)?

Solution:

(a) O denominador da fungao nao pode ser zero, portanto, a restri¢ao é xt—3 # 0,
o que implica = # 3. O dominio da fungdo ¢ D = {z € R | = # 3}.

(b) Fatorando o numerador, podemos simplificar a func¢ao para = # 3:

:102—9: (x —3)(z + 3)

= 3
Tz —3 r—3 T

fz) =

O grafico de f(x) é, portanto, a reta y = x + 3 com um ponto de descon-
tinuidade (um ponto aberto) em x = 3. A coordenada y desse ponto seria

y=3+3=6.
8_
6_

5

= 44
2_
0_

T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6

X
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CAPITULO 1. LIMITES E CONTINUIDADE

(c) A tabela de valores para f(z) = x + 3 com x se aproximando de 3 é:

z | f(z)
29 | 59
2.99 | 5.99
2.999 | 5.999
L1
3.001 | 6.001
3.01 | 6.01
31 | 6.1

(d) Com base na simplificagao da fungao para f(x) = x + 3 (para x # 3) e na
analise da tabela de valores, que mostra f(z) se aproximando de 6 conforme
x se aproxima de 3, a conjectura é:

lim f(x) =6

r—3

2. Analise a fungao g(x) definida por partes:

(a) Esboce o grafico da funcao.
r+1 sex <1

g@) = {3 o —1 (b) Crie uma tabela de valores para f(z) com z =~ 1.

3—xz sex>1 (c) O que vocé pode concluir sobre lim, ,; f(z)?

Solution:

(a) O gréfico da fungao é composto por trés partes:

3.0 1 | ®

2.5

2.0
X 1.5
oh

1.0 -

0.5

0.0

T T T
-1.0 =05 00 05 1.0 15 2.0 25 3.0
X

(b) A tabela de valores para g(z) com z préximo de 1 é:

r—=1" |glx)=xz+1|x—1" | glx)=3—-2x
0.9 1.9 1.1 1.9
0.99 1.99 1.01 1.99
0.999 1.999 1.001 1.999
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(c) Para determinar o limite, calculamos os limites laterais:
e Limite pela esquerda: lim g(z) = lim (x +1)=1+4+1=2.
z—1- r—1~
e Limite pela direita: lim g(z) = lim 3 —z) =3 —-1=2.
z—1t z—1t
Como os limites laterais sao iguais, o limite lim,_,; g(z) existe e é igual a 2.
Note que este valor é diferente do valor da fungao no ponto, g(1) = 3.

3. Com base no grafico da funcao h(x), estime o valor de cada limite. Se o limite nao
existir, explique o porque.

(a) lim h(x)

Tz——2

(b) lim A(x) 3 ;h(—zlza ;J@.be&s
Pl s i
2 | !

(¢) lim h(z)

T—3~

(d) lim h(z)

z—3t -1

(e) lim h(x) N

r—3

h(x)

/

-4 -2 0 2 4 6

Solution:

(a) Ao observar o gréfico, vemos que a medida que x se aproxima de -2 tanto
pela esquerda quanto pela direita, a curva da funcao se aproxima da altura
y = 1. Portanto, lim,, o h(z) = 1.

(b) No ponto = 0, a fung¢ao é continua (ndo ha saltos ou buracos no grafico).
A curva passa diretamente pelo ponto (0,2). Assim, liII(l) h(z) = 2.
T—

(c) Para o limite lateral esquerdo em x = 3, olhamos o comportamento da fungao
para valores de x ligeiramente menores que 3. O grafico mostra a funcao se
aproximando do valor y = 3.5. Logo, lim h(z) = 3.5.

T3~

(d) Para o limite lateral direito em x = 3, olhamos o comportamento para valores
de x ligeiramente maiores que 3. O grafico mostra a funcao se aproximando
do valor y = —1. Logo, lim h(z) = —1.

r—3+1

(e) O limite bilateral hI% h(z) existe somente se os limites laterais forem iguais.
T—

Como lim, ,3- h(x) = 3.5 e lim, ,3+ h(z) = —1, os limites sdo diferentes.
Portanto, o limite lim, 3 h(z) ndo existe.

20



CAPITULO 1. LIMITES E CONTINUIDADE

. Esboce o grafico de uma fungao f(z) que satisfaga todas as seguintes condigdes:

lim f(x) =2 f(0)=-1 lim f(z) =00 lim f(z) = —o0

z—0 T2~ z—2+1

Solution: Existem infinitas funcoes que satisfazem as condicoes dadas. Para
tornar a andlise concreta, podemos propor uma funcao especifica e entao esbocar
seu grafico. Uma abordagem é construir uma funcao definida por partes que
modele cada comportamento exigido.

e Para a assintota vertical em x = 2 com os comportamentos — oo pela

esquerda e — —oo pela direita, podemos usar fungoes racionais como ﬁ
e Para a descontinuidade em x = 0, onde o limite ¢ 2 mas o valor ¢ -1,
definimos o ponto (0, —1) explicitamente.

Uma func¢ao que atende a todos os requisitos é:

\|y>

serx<2ex#0

sex =0

f(x) =14 -1
95_712 se x> 2
10.0
15
5.0
25

0.0

-7.5

-10.0

[h o . .

Esta funcao possui o limite correto em z = 0, o valor f(0) = —1 e a assintota
vertical desejada em x = 2. O gréfico ilustra claramente:

e Uma assintota vertical em z = 2.
e A fungao tendendo a +o00 quando x — 27.

e A funcao tendendo a —oco quando x — 27.

Um ponto aberto em (0, 2), indicando que o limite da funcao é 2.

Um ponto fechado em (0, —1), indicando o valor da funcao f(0) = —1.
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Calculo de Limites e Assintotas

20 —1 sex <2

5. Considere a fungao definida por partes f(z) =
S5—x sex >2

(a) Calcule os limites laterais lim, ,o- f(z) e lim, o+ f(),

(b) Determine se lim,_,5 f(x) existe.

Solution:

(a) Para calcular os limites laterais, utilizamos a regra da fungao correspondente
ao lado de aproximagao.

Limite pela esquerda (z — 27):

Utilisamos a expressao f(x) = 2z — 1, pois é valida para z < 2.

lim f(z)= lim (20 —1) =2(2) —1=3

r—27 T—27
Limite pela direita (z — 27):
Utilisamos a expressao f(x) =5 — z, pois é valida para x > 2.

lim f(z)= lim (b —2)=5—-2=3

r—21 r—21

(b) O limite bilateral lim, s f(z) existe se, e somente se, os limites laterais sao
iguais. A partir dos célculos no item (a), temos:

lim f(x)=3 e lim f(z)=3

T2~ z—2+

Como os limites laterais sao iguais, o limite existe e seu valor é 3.

lim f(x) =3

r—2

B r—1
e =1

(a) Calcule os limites laterais lim, ,;- f(x) e lim, 1+ f(2),

6. Considere a fungao racional f(x)

(b) O que isso implica para o limite lim,_,; f(z)?

Solution:

(a) Para calcular os limites laterais, primeiro reescrevemos a funcao f(x) sem
o modulo, considerando os casos em que o argumento (x — 1) é positivo ou

negativo.
e Se = < 1, entao (x — 1) é negativo, e |t — 1| = —(z — 1). A funcao se
torna: )
x J—
flr) = =

—(z=1)
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CAPITULO 1. LIMITES E CONTINUIDADE

Portanto, o limite pela esquerda é:

lim f(z) = lim (—1) = —1

z—1- T—1"
e Se z > 1, entdo (z — 1) é positivo, e |[x — 1| = x — 1. A fungao se torna:

= =1
r—1

f(x)
Portanto, o limite pela direita é:

lim f(zx) = lim (1) =1

z—1t z—1t

(b) O limite lim,_,; f(x) existe se, e somente se, os limites laterais em = = 1 séo
iguais. Com base nos resultados do item (a):

lim f(z)=—-1 e lim f(z)=1

r—1— z—1t

Como os limites laterais sao diferentes, entao o limite lim,_,; f(z) nao existe.

7. Calcule os limites abaixo e determine a assintota horizontal

3x% — 5x + 2 341 o WV4Ax? +1

b) U
S e () Jim s Jim ———

(a)

Solution:

(a) A maior poténcia de x no denominador ¢ z2. Dividimos o numerador e o

denominador por z%:

322 —5x+2 . 3-342% 3-0+0 3
im ———— = lim - = =
z—oo  2x2 4+ 7 z—=o0 24 -5 240 2

A assintota horizontal é a reta y = %

(b) A maior poténcia de  no denominador é z*. Dividimos o numerador e o

denominador por z*:

.+l .
lim = lim
z——oo 4 — 21 T——00

A assintota horizontal é a reta y = 0.

(¢) A maior poténcia de x no denominador é x. Dividimos o numerador e o
denominador por x. Como x — 00, x é positivo, entao podemos escrever

T = Va2
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\ 42 +1 41’2 1 4 1
VAR T N te Te VITo
lim ——— = lim ————— = lim ——5~ = lim = =2
x r x
A assintota horizontal é a reta y = 2.

222
. Lt . :
as assintotas verticais, investigue os limites laterais.

8. Seja a fungao f(z) = , determine as assintotas horizontais e verticais. Para

Solution: A andlise da funcao é feita em trés etapas: assintotas horizontais,
assintotas verticais e os limites laterais em torno das assintotas verticais.

1. Assintotas Horizontais

Calculamos o limite com © — 4+o00. Como os graus do numerador e do denomi-
nador sao iguais (grau 2), o limite é a razao dos coeficientes lideres.

Im —mm—=-=2

21?2 2
r—+o0 12 — 1 — 6 1

Portanto, a assintota horizontal é a reta y = 2.
2. Assintotas Verticais

As assintotas verticais ocorrem onde o denominador é zero.
P —2-6=0= (z-3)(z+2)=0

As assintotas verticais sao as retas xt =3 e z = —2.

3. Investigacao dos Limites Laterais

e Anadlise em torno de z = 3:

Jm f(w) = lim o 3?)1229; oy (o+1)8 5 =
J flo)= i ??)121 T2) (o—1>8 Ol
e Analise em torno de r = —2:
Am fe) = I e fﬁl T2) (—5§(o+) -
Jm f@) = tm oo gii T2 (—5?(0—) s
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Propriedades de Limites

9. Utilize as propriedades para simplificar e calcular os limites abaixo:

(a) lim(2® —22% 4 5) . (3+h)?*=9 . V1l+ax—1
e O @y
xr*+br+14 11 3
b m — : T 3 . z° —1
AT (0 lim 2= (0) Jim S5y
. 56—4 _|_2
(c) lim (f) lim — (i) lim (Va? + 2 — z)

z——2 3 +8 T—00

Solution:
(a) Por substituigdo direta em um polindomio: 23 — 2(2%) +5 = 5.
(b) Fatorando o numerador:

1 4
e+ DEHY) gy =3
z——1 x+1 z——1

(¢) Multiplicando pelo conjugado do denominador:

C-DWE+2) | (@-E+2)

lim = lim

) [V ) R R
(d) Expandindo o numerador:

94+6h+h*—9 . h(6+h)
1m =]lim —%* =6
h—0 h h—0 h

(e) Simplificando a fragdo complexa:

3—x
e —(r — —1 1
e>3x —3 2233x(r—3) -3 3x 9

(f) Fatorando a soma de cubos z° + 8 = (z + 2)(2% — 2z + 4):
T+ 2 1

I —
o2 (1 +2) (22 — 20 +4) 12

(g) Multiplicando pelo conjugado do numerador:

’ V1i+z-1)(/1+x+1) , l+x—1 1
im = lim
z—0 :L’(\/l—i-l’—i—l) x—>0x<./1+x+1) 2

(h) Fatorando ambos os polinomios:

. (=D +2+1) . 2P+r+1 3
lim = im — = —
a1 (z—1)(x+1) =1 x+1 2

(i) Multiplicando pelo conjugado:

1
lim ———— —

1
m ——— =
N CET T e NSV TSI
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Continuidade

2
x p—
10. Considere a funcao f(z) = 3 descontinua em x = 5. Classifique essa descon-

tinuidade e, se possivel, redefina a fungao para torna-la continua neste ponto.

x? — 25

Solution: Para classificar a descontinuidade da funcao f(z) = emx = 9,
primeiro calculamos o limite neste ponto. A substituicao direta resulta na forma

: . 0 R .
indeterminada o’ entao simplificamos a expressao:

x? — 25 - (x —5)(x +5)

=5 T — D x5 r—>5

Cancelando o termo (z — 5), ja que no limite x # 5, temos:

lim(z +5) =5+5=10

r—5

Como o limite existe e é finito, a descontinuidade é classificada como removivel.

Para tornar a func¢ao continua em x = 5, devemos "remover” a descontinuidade
definindo o valor da fun¢ao no ponto como sendo igual ao seu limite. A funcao
redefinida, g(z), fica:

% — 25
5
gla)=q z—-5" S @ 7
10, sex =95

Esta nova fungao g(z) é continua para todos os nimeros reais e seu grafico cor-
responde a reta y = x + 5.

2 —4

11. Identifique e classifique os pontos de descontinuidade da funcao f(z) = R
x? —bx

Solution: Para identificar e classificar os pontos de descontinuidade, o primeiro
passo ¢é fatorar completamente o numerador e o denominador da fungao.

=4 (z—-2)(x+2)

f(x):$2_5x+6_(x—2)(37—3)

Os pontos de descontinuidade sao os zeros do denominador: z = 2 e x = 3.
Analisamos cada um separadamente.

e Anadlise em x = 2:

Observamos que o fator (z — 2) aparece em ambos os termos e pode ser
cancelado. Para classificar a descontinuidade, calculamos o limite da funcao
simplificada:

.
) (x —2)(x

—
|
w
~—
8
1
[\
8
|
w
[\
|
w
|
—_

26



CAPITULO 1. LIMITES E CONTINUIDADE

Como o limite existe e é um numero finito, a descontinuidade em z = 2 é
removivel.

e Andlise em x = 3:

Apés a simplificagao, o fator (z —3) permanece no denominador. Isso indica
uma assintota vertical. O limite neste ponto sera infinito:

. ox+2 5
lim - -
x~>33§—3 O

Como o limite ¢ infinito, a descontinuidade em = = 3 é infinita (assintota
vertical).

ar—1 sex <2

) continua em R
¢ +3 sex > 2

12. Encontre o valor da constante a que torna f(x) = {

Solution: Para que a fungao f(x) seja continua em R, ela deve ser continua em
todos os seus pontos. Como as partes da funcao sao polinomios, a tinica potencial
descontinuidade estd no ponto de jungao, r = 2.

A condicao para a continuidade em x = 2 é que os limites laterais sejam iguais:

lim f(z) = lim f(x)

T2~ x—2+
Calculamos cada limite lateral separadamente:

e Limite pela esquerda (z — 27):

Utilizamos a regra f(z) = ax — 1.

lim (ax —1)=a(2) —1=2a—1

r—2~

e Limite pela direita (z — 27):

Utilizamos a regra f(z) = 2% + 3.

lim (22 +3) =22 +3=4+3=7

r—21

Agora, igualamos os resultados para encontrar o valor de a:

20—1=17
20 = 8
a=4

Portanto, o valor da constante que torna a fungao f(z) continua é a = 4.
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13. Determine os valores de a e b para que a fungao f(x) abaixo seja continua Vz € R.

x? sex < —1
fle)=<ar+b se —1<z<1
4 sex >1

Solution: Para que a funcao seja continua em R, as partes da funcao devem se
conectar nos pontos de junc¢ao, que sao x = —1 e x = 1. Isso nos impoe duas
condicoes de continuidade.

1. Continuidade em z = —1

O limite pela esquerda deve ser igual ao limite pela direita.

lim f(z)= lim f(z)

z——1— z——11

Substituindo as expressoes da funcao:

lim (2%) = lim (az +b)

r——1— r——17F
(=1)° = a(—1) + b
l=—-a+0b (1)

2. Continuidade em = =1

O limite pela esquerda deve ser igual ao limite pela direita.

lim f(z) = lim f(z)

T—1- r—1+

Substituindo as expressoes da funcao:

lim (axz +b) = lim (4)

r—1— z—1+
a(l)+b=4
a+b=4 (2)

3. Resolvendo o Sistema de Equacoes

Agora, temos um sistema com as Equacoes 1 e 2

{—a +b=1
a+b=4
Somando as duas equacoes, o termo a é eliminado:
2b=5 = b=25
Substituindo o valor de b na Equagao 2:

a+25=4 — a=1.5

Portanto, os valores que tornam a funcao continua sao a = 1.5 e b = 2.5.
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Teoremas Fundamentais

14. Considerando 2x — 1 < f(z) < 2? — 2z + 3 para todo x, encontre lim, .5 f(z).

Solution: Este problema ¢ uma aplicagao direta do Teorema do Confronto (ou
Teorema do Sanduiche). O teorema estabelece que se uma fungao f(x) estd
contida entre duas outras fungoes, g(z) e h(zx), e se ambas g(z) e h(z) tendem ao
mesmo limite L em um ponto a, entdo f(z) também deve tender a L nesse ponto.

A inequacao dada é:

20 — 1 < f(o) <a2* =22 +3
Vamos identificar nossas fungoes de limite como g(z) = 2x—1 e h(z) = 2> —2x+3.
O ponto de interesse é a = 2.

Primeiro, calculamos o limite da fungao inferior quando = — 2:

lim g(z) = 9101_%(2:15 —1)=2(2)—-1=3

T—2
Em seguida, calculamos o limite da funcao superior quando x — 2:

limh(q;)zliné(a:Q—Z:c—i—S):22—2(2)—1—3:4—4—1—3:3
T—

T—2

Como lim, 5 g(x) = lim,_,5 h(x) = 3, e como f(x) estd sempre entre g(x) e h(x),
pelo Teorema do Confronto, concluimos que o limite de f(z) também deve ser 3.

lim f(z) =3

T—2

1
15. Calcule lim,_,o 22 cos (—)

T2

1
Solution: A substituigao direta de x = 0 na funcao f(z) = z%cos (—2) nao é
x

possivel devido ao termo cos (%) A estrutura da fun¢gdo — um termo que tende
a zero (z?) multiplicando um termo limitado que oscila (cos) — é a indicagao

classica para o uso do Teorema do Confronto.

Primeiro, partimos da propriedade fundamental da fungao cosseno, que é limitada
entre -1 e 1 para qualquer entrada:

1
—1 < cos (ﬁ) <1, paratodox #0

Em seguida, multiplicamos todos os membros da inequacao por z2. Como z? é

uma quantidade nao-negativa, a direcao das desigualdades é preservada:

1
—z? < 2% cos (—2) < 22
T
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Isso "espreme” a fungao original entre as funcoes g(x) = —x? e h(x) = 2. Agora,
calculamos os limites dessas duas fungoes de contorno quando xz — 0:

1 —2:
li(—a%) =0
. 2\
li(«*) =0

- 1 : .
Como a funcao 2 cos (—2 esta contida entre duas fungoes que tendem ao mesmo
T

limite (zero) em x = 0, pelo Teorema do Confronto, ela também deve tender a
ZEro.

16. Mostre que a equagao x> — 4x + 1 = 0 tem uma raiz no intervalo [0, 1].

Solution: Para provar que a equagao possui uma raiz no intervalo dado, uti-
lizamos o Teorema do Valor Intermedidrio (T'VI). O teorema requer que a fungao
seja continua no intervalo fechado e que o valor desejado esteja entre os valores
da func¢ao nos extremos do intervalo.

1. Definir a fungao e verificar a continuidade

Seja a funcao f(r) = x® — 4z + 1. Encontrar uma raiz da equagao é equivalente
a encontrar um c tal que f(c) = 0. Como f(x) é uma fungao polinomial, ela é
continua em todo o R, e, portanto, é continua no intervalo fechado [0, 1].

2. Avaliar a funcao nos extremos do intervalo

Calculamos os valores de f(z) emx =0e x = 1:

e f(0)=(0)—-4(0)+1=1

e f()=(1)P-4(1)+1=1-4+1=-2

3. Aplicar o TVI
Temos que f(0) = 1 (positivo) e f(1) = —2 (negativo). O valor que buscamos é
k =0, que estd contido no intervalo entre f(1) e f(0) (ou seja, —2 < 0 < 1).

Como f(z) é continua em [0, 1] e k = 0 esta entre f(0) e f(1), o TVI garante que
existe pelo menos um numero ¢ no intervalo (0,1) tal que f(c) = 0.

Isso prova que a equacao x° — 4z + 1 = 0 tem pelo menos uma raiz no intervalo
[0, 1].
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17. Mostre que a func¢ao f(x) = cos(x) —x possui um zero (uma raiz) no intervalo [0, g] :

Solution: Para mostrar que a funcao possui um zero, ou raiz, no intervalo, uti-
lizamos o Teorema do Valor Intermediario (TVI).

1. Definir a fungao e verificar a continuidade

A fungao dada ¢é f(x) = cos(x) — z. O intervalo de anédlise é [0, z]. A funcao

f(z) é a diferenca entre a fungao cosseno e a fungao identidade (y = x). Ambas
sao continuas em todo o conjunto dos nimeros reais. Portanto, f(z) também é

; . ™
continua em R e, consequentemente, no intervalo [O, 5} .
2. Avaliar a fungao nos extremos do intervalo

T
Calculamos os valores de f(z) nos pontos x =0 ez = 5

o f(0)=cos(0)—0=1-0=1

1 (5) ()50

3. Aplicar o TVI
Nos buscamos um ponto ¢ tal que f(¢) = 0. Observamos que os valores nos

™ ™

extremos do intervalo tém sinais opostos: f(0) = 1 (positivo) e f <§> =5

(negativo).
T
Como o valor k = 0 estd entre f <§> e f(0), e a fungdo é continua no intervalo, o

TVI garante que deve existir pelo menos um nimero ¢ no intervalo (O, g) para
o qual f(c) = 0.

T
Isso prova que a fungao f(x) = cos(z) — x possui um zero no intervalo [O, 5]

0
18. Calcule os limites abaixo, considerando o limite fundamental limg_, seng( ) =1
sen(bx) b) lim _r
(a) Jlrl_{% T ( 20 tg(x)
Solution:

(a) Para que possamos usar o limite fundamental, o argumento do seno e o
denominador devem ser idénticos. Para isso, multiplicamos e dividimos a
expressao por o:

. sin(bz ) sin(bx
lim (52) =limb- (52)
z—0 €T z—0 bx

Fazendo a substituicao de varidvel § = 5x, notamos que quando = — 0, 6
também tende a 0. e
5. lim S0)

m — =5-1=5
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(b) Primeiro, reescrevemos a tangente em termos de seno e cosseno.

_ x cos(x)

lim —— = lim —— = —

z=0 tan(x)  2—0 S0 250 sin(x)
cos(x)

Agora, rearranjamos a expressao para isolar o limite fundamental e usamos
a propriedade do limite de um produto.

. €r .
I ey i cos(®)

O primeiro termo ¢ o inverso do limite fundamental, e o segundo é calculado
por substituicao direta.

G) (cos(0) = 1-1=1

Revisao

. Determine:

19. Faga uma andlise completa da fungao f(x) = | 1
:E p—

Dominio e imagem.
Limites laterais em x = 1. O limite neste ponto existe?

)

)
(¢) Limites no infinito.
(d)

)

Solution: Para realizar uma analise completa, o primeiro passo € reescrever a
funcao eliminando o mddulo. Fatorando o numerador e analisando o sinal do
denominador, temos:

r—1)(z+1
flay = DD =ty e
ot (x_;)_(xl—i_l)—x—i-l, sex > 1

(a) Dominio: A funcdo ¢ indefinida quando o denominador |z — 1| = 0, o que
ocorre em x = 1. Portanto, D = R — {1}.

Imagem:

e Parax > 1, f(x) =z + 1, cujo contradominio é (2, 00).

e Parax <1, f(x) = —x — 1, cujo contradominio é (—oo, —2).

A imagem é a uniao: I = (—o0, —2) U (2,00).
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(b) Limites Laterais em z = 1:

e lim f(z)=lim(—z—-1)=-1—-1=-2

r—1— r—1—

e lim f(z)=lim(z+1)=1+1=2

z—1t z—1t

Como os limites laterais sao diferentes, o limite lim,_,; f(x) nao existe.
(c) Limites no Infinito:

o lim f(x)= Lrgo($+1):+m

T—00 x

e lim f(x)= lim (—2z—1)=+o0

T—r—00 T—r—00

(d) Pontos de Descontinuidade: O tunico ponto de descontinuidade é em
xr = 1. Como os limites laterais existem, sao finitos, mas diferentes, a de-
scontinuidade é classificada como de salto (finita).

(e) Esbogo do Griéfico:

f(x)

o

20. Dé um exemplo de duas fungoes, f(z) e g(x), tais que lim, ¢ f(x) e lim,_,o g(x) ndo
existem, mas lim, o [f(x) - g(z)] existe e é igual a zero.

Solution: A propriedade em questao é a **Regra do Limite de um Produto**,
que afirma que o limite do produto é o produto dos limites, se os limites individ-
uais existirem. Este exercicio pede um contraexemplo, onde essa condi¢ao nao é
satisfeita.

Para construir tal exemplo, podemos usar funcoes simples com descontinuidades
de salto em x = 0, arranjadas de forma que o produto se anule.
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1. Definicao das Fungoes

Sejam as fungoes f(z) e g(x) definidas por partes:

f(x):{o’ se x <0 . g(x):{l’ sex <0

sex >0 0, sex >0

2. Analise dos Limites Individuais

Para f(z): lim, ,o- f(z) = 0 e lim, ,o+ f(z) = 1. Como os limites laterais sao
diferentes, lim, o f(z) nao existe.

Para g(x): lim, ,o- g(x) = 1 e lim, ,0+ g(x) = 0. Como os limites laterais sao
diferentes, lim, .o g(x) néo existe.

3. Anadlise do Limite do Produto
A fungao produto h(z) = f(z) - g(x) é:

e Paraz <0: h(z) = f(z)-g(x) =0-1=0.

e Parax > 0: h(z) = f(z)-g(z)=1-0=0.

Portanto, a fungao produto é h(x) = 0 para todos os valores de z. O limite desta
funcao é:

lim[f(z) - g(z)] =1lim 0 =0

z—0 z—0
Assim, demonstramos um caso em que os limites dos fatores nao existem, mas o
limite do produto existe e ¢é igual a zero.

Bons Estudos!!!
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Capitulo 2

Derivadas

Sobre este capitulo

Consolidado o conceito de limite e a compreensao de vizinhancgas, entramos agora no estudo
da taxa de variagao instantanea. A derivada é a ferramenta matematica que traduz o movimento
e a mudanca, transformando o limite abstrato na inclinagdo precisa de uma curva em um ponto.
Neste capitulo, exploraremos a transicao da reta secante para a tangente, construindo a base para
entender como variagOes infinitesimais em uma varidvel impactam o comportamento global de
um sistema.

Competéncias e habilidades

e Percepcgao de Taxas Instantaneas: Compreender a derivada como uma medida de sensi-
bilidade, identificando a rapidez com que uma variavel responde a alteragoes infinitesimais.

e Dominio das Regras Operacionais: Dominar a aplicacao das regras de poténcia, produto
e quociente, com énfase na Regra da Cadeia para a derivagao de fung¢oes compostas.

e Geometria e Diferenciabilidade: Analisar a derivada como inclinacdo da reta tangente
e avaliar a suavidade de uma fungao em torno de pontos de interesse, para identificar
descontinuidades e construir aproximacgoes polinomiais.

e Modelagem de Variagoes: Aplicar o conceito de taxa de variagdo para traduzir fendmenos
de movimento e mudanca em modelos matematicos, interpretando o resultado da derivada
como uma resposta dindmica do sistema.

Dica de Estudo: Utilize o Laboratorio Virtual para visualizar a reta tangente "deslizando "sobre
a curva e verifique as vizinhangas onde a aprozimagado linear é mais precisa. O poder do Python
permitird que vocé observe onde a funcdo perde a suavidade e a derivada deiza de existir.

Laboratorio Virtual: Derivadas

simulacdes e desafios em Python, utilizando a plataforma do Google Colab. 3
Escaneie o QRcode ou acesse o link para iniciar sua pratica.
https://colab.research.google.com/github/professorpalhares/Matematica/
blob /main /Funcoes-de-uma-Variavel /Lista_2 derivadas.ipynb
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Lista 2: Derivadas

Conceito de derivada

2

1. Considere a fungao f(z) = z* e o ponto a = 1.

(a) Faga o grafico de f(x) junto com as retas secantes que passam pelos pontos
(L, f(1)) e (1 +h,f(1+h)) parah=1,h=0.5¢ h=0.1.

(b) Calcule a derivada f’(1) e represente a reta tangente no mesmo grafico. O que
vocé observa sobre as retas secantes a medida que h — 07

Solution:

(a) O gréfico abaixo mostra a fungao f(r) = x?, as trés retas secantes para
h=1,h=0.5eh=0.1 (tracejadas) e a reta tangente no ponto (1, 1).

|

gl — flx) = x?

—— Reta Tangente em x=1 (m=2.00)

——- PReta Secante com h=1 (m=3.00) /’
g4 ——- Reta Secante com h=0.5 (m=2.50) el

Reta Secante com h=0.1 (m=2.10) 7 ._..-*"
n’” -f'—’
e ,*’
> 4 '_#"
’I
J/”:"F’
21 27
0 — f#":v
-
1-"‘4"
T T T T T

—0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(b) A derivada de f(z) = 2* é f'(z) = 2z. No ponto a = 1, a derivada ¢
/(1) =2(1) = 2. Este é o coeficiente angular da reta tangente. A equagao
da reta tangente no ponto (1, f(1)) = (1,1) é:
y—f()=f()(z—-1) = y—1=2(x—-1) = y=2x—1
Observa-se que, a medida que h — 0, as retas secantes se aproximam cada
vez mais da reta tangente, tanto em inclinacao quanto em posicao. Seus

coeficientes angulares (3 para h = 1, 2.5 para h = 0.5 e 2.1 para h = 0.1)
tendem ao coeficiente angular da reta tangente, que é 2.
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2. Utilize a definigao para calcular a derivada das seguintes funcoes:
(a) f(x)=3x+5

(b) g(x) =2 —4x+1 f'(a) = }111{)%
(¢) h(z) =z

fla+h)— f(a)
h

Solution:
(a) Para f(z) =3z +5

[z +h) - f(x)

y .
fiz) = Jim h
i [3(x + h) + 5] — [3z + 5]
h—0 h
:llm3x+3h+5—3x—5
h—0 h

:lim%:hmZS:B
h—0 h h—0

(b) Para g(z) = 2® — 4z +1

iy g+ h) —g(x)
o) = i 2
1 [(x+h)?—4(x+h)+1] — [22 — 4o + 1]
~ a0 h
o224+ 2ch+h?P—dr—4h+1—22+4x—1
= lim
h—0 h
. 2xh+ h%?—4h
= lim
h—0 h
:hmh(2:r—l—h—4)
h—0 h

— lim (22 + h — 4) = 2z — 4
(¢) Para h(x) =z
Vi

o T VT VIThiE
h—0 h \/ﬁ—l—\/_

B (z) = lim

h—0

_ lim (x+h)—=z
h=0 h(vx + h + /1)
. h

= fig h(vz + h+ /1)

1 1 1
Vot h4vE VItVE 2V
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3. A posigao de uma particula se movendo ao longo de um eixo é s(t) = t* — 4t + 1.
(a) Determine a velocidade instantanea da particula no instante ¢t = 3 segundos.
(b) Qual a interpretagao do sinal da sua resposta?

(c¢) Encontre a equagao da reta tangente a funcao s(f) no instante ¢ = 3.

Solution:

(a) A velocidade instantanea v(t) é a derivada da func¢ao de posicao s(t).

v(t) = §'(t) = %(ﬁ —4t+1)=2t—4

No instante ¢t = 3 segundos, a velocidade é:
v(3)=23)—4=6—-4=2m/s
(b) O sinal positivo da velocidade (v(3) > 0) indica que no instante ¢ = 3 s, a
particula estd se movendo na direcao positiva do eixo de movimento.

(c) A equagao da reta tangente a fungao s(t) em t = 3 tem como coeficiente
angular o valor da derivada nesse ponto, ou seja, m = s'(3) = 2. O ponto de
tangéncia é (3, s(3)).

s(3)=(3)—4(3)+1=9—-12+1= -2
O ponto ¢ (3,—2). Usando a equagao ponto-inclinagao (y — yo) = m(t — to):

y—(—2)=2(t-3) = y+2=2t—-6 = y=2t—-8

4. Explique conceitualmente por que se uma funcao é diferenciavel em um ponto a, ela
também deve ser continua nesse ponto. E a reciproca verdadeira? Justifique com um
exemplo (pode ser um esbogo de grafico).

Solution: Parte 1: Diferenciabilidade implica Continuidade Conceitual-
mente, a existéncia da derivada f’(a) significa que existe uma reta tangente bem
definida no ponto (a, f(a)). Para que isso seja possivel, a fungao deve se aprox-
imar de f(a) de forma "suave” quando z se aproxima de a. Se a funcao fosse
descontinua em a (tivesse um salto ou um buraco), nao seria possivel definir uma
Unica reta tangente, pois a propria curva estaria ”quebrada” nesse ponto.

Formalmente utilizamos a defini¢do de continuidade. Se f’(a) = lim flo) = fla)
Tr—a Tr— a

existe, podemos mostrar que lim f(x) = f(a).
T—a

Parte 2: A Reciproca é Falsa A reciproca nao é verdadeira. Uma funcao pode
ser continua em um ponto, mas nao ser diferenciavel nesse ponto. Continuidade
significa que o grafico nao tem interrupgoes, mas nao impede a existéncia de
”cantos agudos” ou ”bicos”, nos quais a derivada nao existe.
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O exemplo cldssico é a fungao valor absoluto, f(x) = |z|, no ponto a = 0.

e Continuidade: A fungao ¢ continua em x = 0, pois lim, o |z| = 0 = |0].
O gréfico pode ser desenhado sem tirar o lapis do papel.

e Nao-Diferenciabilidade: A fun¢ao tem um canto agudo em x = 0. Se
calcularmos as derivadas laterais, veremos que elas sao diferentes:

— A inclinacao a direita de x =0 é 1.

— A inclinagao a esquerda de xz =0 é -1.

Como os limites laterais que definem a derivada nao sao iguais, a derivada
1/(0) nao existe.

Regras de derivacao

5. Utilize as derivadas notaveis para calcular a derivada das seguintes fungoes:

(a) x° —122° +2x — 7 (f) 7In(z) — 1 (k) tan(z) — cot(x)
| v (1) € + esc(x)
(b) — 47 4 g4 :
z (g) v (m) 4arcsin(x) + 10
(c) 2vEt+ V1 (h) log(t) + 7 (n) z® — arctan(z)
(d) (z+2)° (i) sin(z) — 3cos(x) (o) 5sinh(t) — 2 cosh(t)
(e) be® + 32 (j) 6%+ sec(6) (p) In(x) + tanh(z)
Solution:

(a) Para f(z) = 2° — 122 + 22 — 7, aplicando a Regra da Poténcia termo a

termo:
f'(z) = 5x* —12(32%) +2(1) — 0 = 52 — 362% + 2
1
(b) Para f(z) = —, reescrevemos como f(z) = z~* e aplicamos a Regra da
x
Poteéncia: 4
/ -5
) =~ =

(c) Para f(t) = 2/t + v/t, reescrevemos como f(t) = 2t'/2 + /3 e derivamos:

1 1 1 1 1

(d) Para f(z) = (z + 2)?, primeiro expandimos a expressao para f(r) = 2% +
dr + 4:

fl(x) =2z +4
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(e)

Para f(z) = 5e” + 32%, usamos a derivada da exponencial e a Regra da
Poténcia:
f'(z) = 5e” + 6z

1
Para f(z) = 7In(x) — —=, reescrevemos como f(r) = 7ln(x) — 2~ /2

VT

o =n(2) - () - ot

Para f(x) = 4% + 2%, usamos a regra da exponencial geral e a Regra da
Poteéncia:

f'(x) = 4" In(4) + 42°

Para f(t) = logs(t) + %, usamos a regra do logaritmo geral (a derivada da
constante 72 é zero):

1

f(t) = FIn(5)

Para f(x) = sin(xz)—3 cos(z), usamos a derivada das funcoes trigonométricas:

f'(z) = cos(x) — 3(—sin(z)) = cos(z) + 3sin(z)
Para f(6) = 6?+sec(f), usamos a Regra da Poténcia e a derivada da secante:
1'(0) = 20 + sec(0) tan(0)
Para f(z) = tan(x) — cot(z), usamos as derivadas da tangente e cotangente:
f(z) = sec?(x) — (— csc?(z)) = sec?(x) + csc? ()
Para f(z) = e” 4 csc(x), usamos a derivada da exponencial e da cossecante:

f'(z) = €* — esc(x) cot(x)

Para f(z) = 4 arcsin(z) + 10, usamos a derivada do arco seno:

Para f(x) = 23 — arctan(z), usamos a Regra da Poténcia e a derivada do
arco tangente:

1

/ o 2

Para f(t) = 5sinh(t) —2 cosh(t), usamos a derivada das fungoes hiperboélicas:

f'(t) = 5cosh(t) — 2sinh(t)

Para f(x) = In(z) 4 tanh(z), usamos a derivada do logaritmo e da tangente
hiperbdlica:

f(z) = é + sech?(z)

40




CAPITULO 2. DERIVADAS

6. Utilize as regras de derivacao para calcular a derivada das seguintes funcoes:

(a) % (e) — (h) (2* — 4z +2)° (m) tan’(z)
b) (@ + Dsim(a) W) () cos(e® +1)  (n) o' sin(52)
f sm(:v) () €3x2—ac _9p
(c) In(t) tan(t) (F) ) ] (0) €
2x 45 tet (k) vt2+9 22+ 1
@ ® 77 0) Insin(=))  (p) Veos(e)

Solution:

(a) Para f(z) = 2%, usamos a Regra do Produto (uv)’ = u'v + w':
f'(a) = (32)(e") + (2°)(e”) = e"(32* + 2°)
(b) Para f(z) = (2 + 1) sin(z), usamos a Regra do Produto:
f/(x) = (2z)(sinz) + (22 + 1)(cos z)

(c) Para f(t) = In(t) tan(t), usamos a Regra do Produto:

F(t) = (%) (tant) + (Int)(sect)

2¢ +5 , w\’"  uv—u
(d) Para f(z) = —y 7 Usamos a Regra do Quociente (;) =
f(x) = (2)(2* = 1) — 2z +5)(2z)  22° —2—42® — 100  —22* — 10z — 2
Y (2% —1)? T @ @1y
(e) Para f(z) = ‘ , usamos a Regra do Quociente:
cos(x)
e’)(cosx) — (e*)(—sinw e’(cosx + sinx
() = o) '
(cos x)? cos?
(f) Para f(x) = SH;#, usamos a Regra do Quociente:
2 _ . _ .
) = (cosz)(x?) — (sinx)(2x) _ TeosT 2sin
(22)2 3
t t
(g) Para f(t) = t—kil’ usamos a Regra do Produto e a Regra do Quociente:
£) = (L-ef+t-e)(t+1)—(te")(1)  e(t+1)>—te" e (t*+t+1)
B (t+1)? )2 (4 1)?
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(h) Para f(z) = (2* — 4z + 2)°, usamos a Regra da Cadeia:

f(z) =5(2® — 4o +2)* - (32 — 4)

i) Para f(x) = cos(z? + 1), usamos a Regra da Cadeia:
(i)
f'(z) = —sin(z® + 1) - (22) = —2zsin(2® + 1)
j) Para f(x) = 3"~ usamos a Regra da Cadeia:
()
flw) =¥ (62— 1)

(k) Para f(t) = V2 + 9, reescrevemos como (t? + 9)1/2 e usamos a Regra da

Cadeia: / » o ;
P = 56497 21) =
(1) Para f(z) = In(sin(z)), usamos a Regra da Cadeia:
f(z) = ,1 - (cos ) = cot
sin x
(m) Para f(z) = tan®(z), reescrevemos como (tanz)® e usamos a Regra da

Cadeia:
f'(z) = 3(tanz)? - (sec? z) = 3tan’(x) sec?(x)

(n) Para f(x) = x*sin(5z), usamos a Regra do Produto e a Regra da Cadeia:
f'(z) = (42%)(sin(5z)) + (z*)(5 cos(5x))

—2x

(o) Para f(x) = 62—

T usamos a Regra do Quociente e a Regra da Cadeia:
x

f/(l’) _ (—2@*296)(1’2 + 1) —_ (67233)(21') _ _26721(1,2 NP 1)
(2 +1)2 25 1)

(p) Para f(x) = \/cos(e*”), usamos a Regra da Cadeia multiplas vezes:

@) = — (—sin(e®) - () - (20) =

24/ cos(er?) cos(e*?)

—ze”” sin(e*”)
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d
7. Utilize derivacao implicita para calcular d—y nas seguintes funcoes:
x

(a) 22 +y?* =100 (c) cos(y) +x = y? (e) 2 +ay+y*=3
(b) 23+ y* = 8zy (d) e¥sin(z) = x + xy
Solution:

(a) Para a equacao x? + y* = 100, derivamos ambos os lados em relagao a z:

d, , o d
%(x +y°) = %(100)
dy
20 +2y-— =0
dx
2y;ly —2x

dy__?:v_ x

dr 2y vy

(b) Para z® + y® = 8xy, derivamos ambos os lados, usando a Regra do Produto
no lado direito:

d o 3y d
@(ﬂf +y)—d (8zy)
dy dy
322 + 312 =8(1- R
x° + 3y o (1-y+x dx)

dy dy
3% + 3yt = s —8y—|—8x—

dx
dy dy
2—— _— =
3y . Sxd = 8y — 322
d
dz(?)y — 8z) = 8y — 32
@ 8y — 3a?
dr — 3y? — 8z

(c) Para cos(y) + = = y?, derivamos ambos os lados:

% feosly) + ) = +-(47)
—sin(y) - % +1=2y- j—y
1= QyZ— + sin(y )Zz
1= 2 (2y 4 sinfy)
dy 1

dr 2y +sin(y)
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(d) Para e¥sin(z) = x + xy, derivamos ambos os lados usando a Regra do Pro-

duto:
d d
—(eY g1 - —
T (e¥sin(x)) o (z+2y)
dy . . dy
y._=Z Y = . R
(e dx) sin(x) 4+ eYcos(z) =1+ (1-y+=x dx>
o dy dy
y y —
e sm(m)dx +eYcos(z) =1+y+ T
e’ sin(x)ﬁ - xj—i =14y —e’cos(x)

Z—y(ey sin(z) —x) =14y — ¥ cos(z)
x

dy 14y —eYcos(x)
dr  evsin(z) — o

(e) Para x2+xy+y? = 3, derivamos ambos os lados usando a Regra do Produto
no termo zy:

d, , o d
%(l’ +xy+y)—£(3)
dy dy
92 1 e %y -2 =
x+( y+x dx)er e 0
dy dy
Loyt — 90
xdx+ yd T —y
d
ﬁ(as#—Qy):—Qx—y
dy —2r—y
de  z+2y

8. Utilize derivagao logaritmica para calcular a deriada das seguintes funcgoes:

(a) 2@ (b) (Inz)” (@ EFHUVe

sin®(7)

Solution:

(a) Seja y = 2@ Tomando o logaritmo natural de ambos os lados:

In(y) = In(2""@)
In(y) = sin(x) - In(z)

Derivando implicitamente em relacao a z, e usando a Regra do Produto no
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lado direito:

%—i = (cos())(In(x)) + (sin()) ( i )
;z_z =Y {Cos(x) In(z) + Sin;x)]

sin(z

Substituindo y = z¥"®) de volta:

B _ psina) [cos(x) In(z) + M]

dx T

Seja y = (Inz)*. Tomando o logaritmo natural de ambos os lados:

In(y) = In((Inz)®)
In(y) = z - In(In(z))

Derivando implicitamente, usando a Regra do Produto e a Regra da Cadeia:

1dy 1 1
Jdr = (1) - In(In(z)) + = - (E . ;)
1dy 1
e = In(In(z)) + o

Z—g =y {ln(ln(:v)) + ﬁ}

Substituindo y = (Inz)* de volta:

Y (1 gy {ln(ln(m)) + i}

dx Inz
2 1 4
Seja y = % Tomando o logaritmo natural e usando suas pro-
sin”(x
priedades:
2 1 4
sin”(x)

In(y) = In((2* + 1)*) + In(v/Z) — In(sin’(z))

In(y) = 4In(2® + 1) + %ln(x) ~ 31n(sin(x))
Derivando implicitamente:

ldy 2x 1/1\  (cos(z)

ydr 4 (:L‘2 + 1) T3 (x) ’ <sin(ac))

1dy 8z 1
——= = — — 3cot
ydr x2+1 + 2x cot(z)

d
Isolando d_y e substituindo y de volta:

T
dy (2*+ 1% x [ 8z 1
- — t
dx sin3(a:) 241 + 2x 3 cot()
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Taxas relacionadas, modelagem e otimizacao

9. Uma escada de 5 metros estd apoiada em uma parede vertical. A base da escada
comeca a deslizar horizontalmente, afastando-se da parede a uma taxa constante de
0,2 m/s. Com que velocidade o topo da escada esta descendo pela parede no instante
em que a base estd a 3 metros da parede?

Solution: Este é um problema cléssico de taxas relacionadas. O primeiro passo
¢ modelar a situacao geometricamente.

1. Modelo e Equagao: A escada, a parede e o chao formam um triangulo
retangulo, onde a hipotenusa é o comprimento da escada (5 m). Seja z a distancia
da base da escada a parede e y a altura que a escada alcanca na parede. Pelo
Teorema de Pitagoras, temos a relagao:

=5 = 22 +y* =25

— ChE0
= Parede
‘ dy/dt =7 mmmm Escada (L=5m)

2 y-=4.0m

dx/dt = 0.2 m/s
—

XxX=3m

2. Derivagao (Taxas): Como as distancias x e y mudam com o tempo, deriva-
mos ambos os lados da equagao implicitamente em relagao ao tempo (t):

L4y = L 25)

dt Cdt

dx dy
Qr— + y— =
v Ty =0

Esta equacao relaciona as taxas de variagao das distancias.
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d
3. Analise do Instante Especifico: Queremos encontrar d—i no instante em

que r = 3 m. Primeiro, precisamos encontrar o valor de y nesse mesmo instante
usando a equagao original:

(3 +y* =25 = 9+’ =25 = y* =16 = y=4m

4. Calculo Final: Agora, substituimos os valores conhecidos na equacgao das

d
taxas. Nos foi dado que d—f =0.2m/s.

2(3)(0.2) + 2% —

— =——"=-0.15m/s

O sinal negativo confirma que a altura y estd diminuindo. Portanto, a velocidade
com que o topo da escada desce a parede é de 0.15 m/s.

10. O ar estd sendo bombeado para um balao esférico de tal forma que seu volume
aumenta a uma taxa de 100 cm®/s. A que taxa o raio do baldo estd aumentando
quando o diametro é de 50 cm?

Solution: 1. Modelo e Equagao: O problema descreve um balao esférico.

30 7

20 4

10 1

r=250cm

—10 4

—20 1

—30 1

dV/dt = 100 cm?/s

T T T T
-30 -20 -10 0 10 20 30
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A férmula que relaciona o volume V' e o raio r de uma esfera é: V' = gm“?’

2. Derivacao (Taxas): Para encontrar a relagio entre as taxas de variagdo do
volume e do raio, derivamos ambos os lados da equagao em relacao ao tempo ¢:

dt 3 Cdt
av o dr
% 47TT %

Esta equagao mostra que a taxa de aumento do volume é igual a area da superficie
da esfera (47r?) multiplicada pela taxa de aumento do raio.

,
3. Analise do Instante Especifico: O problema pede para calcularmos o no

instante em que o diametro é de 50 cm.
A , - ., 50
e Se o diametro é 50 cm, entao o raio é r = 5 = 25 cm.

e A taxa de variagao do volume ¢é dada como o 100 cm?®/s.
4. Calculo Final: Substituimos os valores conhecidos na equacao das taxas:

dr
100 = 47(25)*—
dr
100 = 47 (625) —

100 = 250071'@
dt

dr 100 1
= cm/s

dt ~ 2500m 257

1
A taxa de aumento do raio do balao ¢ de T cm/s.
T

11. Um tanque de dgua tem a forma de um cone circular invertido com base de raio 2
metros e altura de 4 metros. Se a agua esta sendo bombeada para fora do tanque
a uma taxa de 2 m®/min, encontre a taxa na qual o nivel da dgua estd baixando
quando a dgua tem 3 metros de profundidade.

Solution: 1. Modelo e Equagao: A agua dentro do tanque conico forma um

cone menor com raio 7 e altura h variaveis. O volume desse cone de agua é dado

1
por V = §7T7“2h.
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Para relacionar as variaveis r e h, usamos a semelhanca de triangulos, observando
um corte transversal do tanque. A proporcao entre o raio e a altura é constante:

h
= r=_

r  Raio do Tanque 2 1
h — Altura do Tanque 4 2 2

Substituimos essa relacao na férmula do volume para ter uma equagao com apenas
uma variavel (h):

4 -
3 A ldhjdt =7
2 -
14 dv/dt = -2 m3/min
R=iZm
0 e ———
=3 =2 =1 0 1 2 3

2. Derivagao (Taxas): Agora, derivamos o volume em relagao ao tempo t:

d d /m 3
7= (%)
dv:i.(gfﬂ.@)

dar 12 dt
AV mh*dh
dt 4 dt

dh
3. Analise do Instante Especifico: O problema pede para encontrar o no

instante em que a profundidade da agua é h = 3 m. Os dados sao:

e A dgua é bombeada para fora, entdao o volume diminui: — = —2 m?3/min.

dt

e A profundidade no instante é h = 3 m.
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4. Calculo Final: Substituimos os valores conhecidos na equacgao que relaciona

as taxas:

7(3)% dh

Y R S A
4 dt

91 dh
9=

4 dt
dh 4
9. = _ = ;
dt O o m/min

O sinal negativo indica que o nivel da dgua esta baixando. Portanto, a taxa com

que o nivel da dgua baixa é de g M /min.
T

12. Uma pessoa de 1,80 m de altura se afasta de um poste de luz de 5 m de altura a uma
taxa de 1,5 m/s. A que taxa a ponta da sua sombra se move quando ela estd a 10
metros do poste?

Solution: 1. Modelo Geométrico e Variaveis: Este problema é modelado
usando dois triangulos retangulos semelhantes.

e O triangulo maior tem como catetos a altura do poste (H = 5 m) e a
distancia da base do poste até a ponta da sombra.

e O triangulo menor tem como catetos a altura da pessoa (h = 1.8 m) e o
comprimento da sua sombra.

Seja x a distancia da pessoa ao poste e s o comprimento da sombra. A base do
triangulo maior é, portanto, x + s. A questao pede a velocidade da ponta da
sombra, que ¢ a taxa de variacao da distancia total L = x 4+ s em relacao a base

q ; . dL
0 poste, ou seja, —.
p ) J ) dt
6
= Pposte (5.0m)
57 = Pessoa (1.8m)
4] Raio de Luz
E 37
e
2 2]
<
l_
dx/dt =11.5 m/s
0
X =10m s = 5.62m
-1+ Velocidade da ponta da sombra (dL/dt) = 2.34 m/s
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Distancia {(m)
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2. Equacao de Semelhancga: Pela propriedade de semelhanca de triangulos, a
razao entre as alturas e as bases dos dois triangulos é igual:

h H 18 5
S x4+ s S x4+ s

Multiplicando cruzado para simplificar a relagao:

1.8(x 4+ s) = bs
1.8¢ +1.85 = 5s
1.8x = 3.2s

3. Derivacao (Taxas): Derivamos a relagdo 1.8z = 3.2s implicitamente em
relacao ao tempo t:

dx ds
1.8— =32—
dt dt
. , dx
4. Calculo das Taxas: Nos ¢ dado que a pessoa se afasta do poste com i 1.5
d
m/s. Podemos encontrar a taxa de crescimento da sombra, d—i:
ds ds ds 2.7 27
1.8(1.5) = 3.2— 2.7 =32— B
BL8) =325 = 27=320 — 5 =35~ 5 /s
A velocidade da ponta da sombra é a soma das velocidades:
dL d( N )_dx+ds_15+27_3+27_48—|—27_75
at e T a e T3 2 32 a2 32

A taxa com que a ponta da sombra se move é de — = 2.34 m/s. E importante

notar que essa taxa ¢ constante e nao depende da distancia x = 10 m da pessoa
ao poste.

13. Dois navios partem do mesmo porto ao meio-dia. O navio A navega para o sul a 15
km/h e o navio B navega para o leste a 20 km/h. A que taxa a distancia entre os
navios estda aumentando as 14h007

Solution: 1. Modelo Geométrico e Variaveis: As trajetérias perpendicu-
lares (sul e leste) dos navios a partir do mesmo porto formam os catetos de um
triangulo retangulo. A distancia direta entre os navios é a hipotenusa.

e Seja y(t) a distancia do navio A (sul) ao porto.
e Seja x(t) a distancia do navio B (leste) ao porto.

e Seja z(t) a distancia entre os navios.
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Pelo Teorema de Pitagoras, a relacao entre essas distancias é:

¥ = 40 km -

E =10 + e
= ,/
=
F 3

s =157 |y =30km ot
o -
= )%
JLTJ_'J =20 7 ’_r"
o P —— Trajetoria Navio B (Leste)

_25 4 ,f’ —— Trajetdria Navio A (Sul)

/ .
L7 @® Forto (Origem)
30 4 "’ ——- Distancia z = 50.0 km

T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Distdncia Leste (km)

2. Derivagao (Taxas): Derivamos a equacao implicitamente em relacao ao
tempo t para encontrar a relacao entre as taxas:

d 2 2 _d 2

dx dy dz
20— + 2y— = 22—
T TV T

de dy  dz
Ya TV T

3. Analise do Instante Especifico (14h00): O instante de 14h00 ocorre t = 2
horas apos a partida ao meio-dia.

e Distancias percorridas:

— Navio A: y = 15 km/h x 2 h = 30 km.
— Navio B: x = 20 km/h x 2 h = 40 km.

e Distancia entre os navios (2):

2= /a? + 92 = V402 + 302 = /1600 + 900 = v/2500 = 50 km

e Taxas dadas: % =15km/he

do _

20 km /h.
i 0 km/
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4. Calculo Final: Substituimos todos os valores conhecidos na equagao das

z
taxas para encontrar —:

it
dz
(40)(20) + (30)(15) = 50 - =
dz
800 + 450 = 502
+ dt
dz
1250 = 5022
dt
d= 1250
% 229 o5 km/h
7~ 5y~ 20 km/

Portanto, as 14h00, a distancia entre os navios esta aumentando a uma taxa de

25 km/h.

14. Um fazendeiro tem 2400 metros de cerca e quer cercar um campo retangular que faz
fronteira com um rio reto, que nao precisa de cerca ao longo do rio. Quais sao as
dimensoes do campo que tem a maior area possivel?

Solution: Este é um problema de otimizacao. O objetivo é encontrar as di-
mensoes de um campo retangular que maximizam a area, dada uma restricao no
perimetro da cerca.

Rio

x (Lado paralelo ao rio)

1. Modelo, Variaveis e Equagoes: Seja x o comprimento do lado do campo
paralelo ao rio e y o comprimento dos dois lados perpendiculares ao rio.

e Funcao Objetivo (Area): A fungdo que queremos maximizar é a area
A=ux-y.

e Equacao de Restrigao (Cerca): O total de cerca disponivel é de 2400
metros, que cobrird trés lados do retangulo: x + 2y = 2400.

2. Expressar o Objetivo em uma Variavel: Para otimizar a fungao de area,
ela deve depender de apenas uma variavel. Isolamos x na equacao de restricao:

z = 2400 — 2y
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Agora, substituimos essa expressao na fungao de area:
A(y) = (2400 — 2y) - y = 2400y — 2y*

As dimensoes devem ser positivas, entao

>0 /—}%
{x>0 — 9200 —2) > 0 — y < 1200
y

Portanto, o dominio da nossa funcao é y € (0, 1200).

3. Encontrar o Ponto Critico: Para encontrar o valor de y que maximiza
A(y), calculamos a primeira derivada e a igualamos a zero.

dA  d
— = —(2400y — 2¢%) = 2400 — 4
a0 dy( y —2y°) y

Igualando a zero:

2400 — 4y = 0 = 4y = 2400 = y = 600 m

4. Verificacao de Maximo: Para confirmar que y = 600 corresponde a um
maximo, usamos o teste da segunda derivada:
d*A B
dy?

Como a segunda derivada é negativa, a funcao é concava para baixo em todo o
seu dominio, o que garante que o ponto critico encontrado é um méximo global.

5. Dimensoes Finais: Com o valor 6timo de y, encontramos o valor de x:

z = 2400 — 2(600) = 2400 — 1200 = 1200 m

As dimensoes que maximizam a drea do campo sao 1200 metros (para o lado
paralelo ao rio) por 600 metros.

15. Uma caixa sem tampa deve ser feita de um pedaco quadrado de papelao, com 30 cm
de lado, cortando-se quadrados iguais de cada canto e dobrando-se as laterais. Qual
¢ o maior volume possivel que essa caixa pode ter?

Solution: 1. Modelo, Variaveis e Funcao Objetivo: O problema consiste
em encontrar o tamanho do corte, x, que maximiza o volume da caixa resultante.

e A folha original ¢ um quadrado de 30 cm de lado.

e Cortamos um quadrado de lado z de cada canto.
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e As dimensoes da caixa sem tampa resultante serao:

— Altura: h==x
— Comprimento da base: [ = 30 — 2z

— Largura da base: w = 30 — 2z

30 cm

30 - 2x

30 cm

30 - 2x

A funcao objetivo é o volume V', dado por V =1-w - h:

V(z) = (30 — 22)(30 — 22)x = x(30 — 22)?

2. Dominio da Fungao: Para que a caixa tenha dimensoes fisicas validas, todas
as medidas devem ser positivas: > 0e 30 -2z >0 — 30 > 2xr — x < 15.
Portanto, o dominio de x ¢é o intervalo (0, 15).

3. Encontrar Pontos Criticos: Para facilitar a derivacao, expandimos a funcao
de volume:

V(z) = 2(900 — 1202 + 42%) = 42 — 1202 + 900z
Agora, calculamos a primeira derivada para encontrar os pontos criticos:

dv
— = 1222 — 240z + 900
dx

Igualamos a derivada a zero e resolvemos a equacao quadratica:

122% — 2402 4+ 900 = 0 (dividindo por 12)
2 — 202+ 75=0
(x =5)(x—15) =0

Os pontos criticos sao z =5 e x = 15.

4. Analise e Verificagao: O ponto critico z = 15 estd no limite do nosso
dominio e resultaria em uma caixa com volume zero, portanto nao ¢ um maximo.
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O tunico candidato viavel é x = 5. Para verificar se é um maximo, usamos o teste

da segunda derivada:
>V

Avaliando em z = 5:
V"(5) = 24(5) — 240 = 120 — 240 = —120

Como V”(5) < 0, a funcao é concava para baixo em x = 5, confirmando que este
ponto corresponde a um volume méaximo.

5. Volume Maximo: Calculamos o volume usando z = 5:

V(5) =5-(30 —2(5))* = 5-(20)* = 5 - 400 = 2000 cm?®

O maior volume possivel que a caixa pode ter é de 2000 cm3.

16. Uma empresa estima que o custo de producao de z unidades de um produto especifico
é C(z) = 2600+2x+0.0012%. A receita R(x) = z-p(z) é dada pela relagao de demanda
p(z) = 10 —0.002z, onde p é o prego por unidade. Sabendo que L(z) = R(z) — C(x),
encontre o nivel de producao que maximizara o lucro.

Solution: 1. Formulagao da Fungao Lucro: O lucro (L) é a diferenga entre
a receita (R) e o custo (C'). Primeiro, precisamos construir a fungao de lucro
L(x).

e Funcgao de Custo (dada): C(z) = 2600 + 2z + 0.00122.

e Funcao de Receita: A receita é o preco por unidade multiplicado pelo
numero de unidades.

R(z) =z - p(x) = (10 — 0.002z) = 102 — 0.0022>

e Funcao Lucro (Objetivo):

L(z) = R(z) — C(x)

L(x) = (102 — 0.0022*) — (2600 + 2 + 0.001z?)
L(z) = 10z — 0.0022* — 2600 — 2z — 0.0012>
L(x) = —0.003z” + 8z — 2600

2. Encontrar o Ponto Critico (Nivel de Producio Otimo): Para maxi-
mizar a fungao de lucro L(x), calculamos sua primeira derivada (o lucro marginal)
e a igualamos a zero.

L d

— = d_(_o.ooz%q;2 + 8z — 2600) = —0.006z + 8
Xz X
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CAPITULO 2. DERIVADAS

Igualando a derivada a zero para encontrar o ponto critico:

8 4000
—0006r+8=0 —m g=— = ——

~ 1 .
0,006 333.33

3. Verificagao de Maximo: Usamos o teste da segunda derivada para garantir
que o ponto encontrado corresponde a um maximo.

d*L

da?

= —0.006

Como a segunda derivada é negativa, a funcao de lucro é concava para baixo, e o
ponto critico é um maximo global.

4. Conclusao: O nivel de producao tedrico que maximiza o lucro é de = =

4000
—— = 1333.33 unidades. Como o nimero de unidades deve ser inteiro, o nivel

de producao 6timo sera o valor inteiro mais proximo, que é 1333 unidades.

17. Encontre o ponto sobre a pardbola y? = 2x que estd mais préximo do ponto (1,4).

Solution: 1. Formulagao do Problema: O objetivo é minimizar a distancia
entre um ponto (z,y) na parédbola y? = 2z e o ponto fixo (1,4).

5
[x - 1]
4 4
3 -
> 2
yi=2x
17 ® Ponto Fixo P(1, 4)
0 ® Ponto Mais Proximo Q(2, 2)
\ —-—- Distadncia D a ser minimizada
_1 T T T T
0 2 4 6 8 10

A distancia D é dada por:

D= e— 10+ (y— 47
Para simplificar a derivacao, podemos minimizar o quadrado da distancia, S =
D2, pois 0 minimo de D ocorre no mesmo ponto que o minimo de S.

S(z,y) = (z = 1)" + (y —4)°
2. Expressar o Objetivo em uma Variavel: Usamos a equagao da parabola,
2
y? = 2z, para expressar x em funcao de y: z = % Substituimos x na funcao S:
2

sw= (1) vy
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3. Encontrar o Ponto Critico: Derivamos S(y) em relac¢ao a y usando a Regra
da Cadeia e igualamos a zero.

as_d
dy d

Y

2=y —2) y+2y—238
i (v"=2)-y+2y

ds

— =9 =2+ 2y -8 =y -8
dy

[gualando a derivada a zero:

y3—8:() = y3:8 — y=2

4. Verificagcao de Minimo: Calculamos a segunda derivada para classificar o
ponto critico:

d*S

— = 3y?

dy

Avaliando em y = 2: S§”(2) = 3(2)? = 12. Como S”(2) > 0, o ponto corresponde
a um minimo.

5. Coordenadas Finais: Com o valor étimo de y = 2, encontramos a coorde-
nada x correspondente:

2 2)2 4
2 2 2
Portanto, o ponto na pardbola mais préximo de (1,4) é (2, 2).

18. Um fabricante precisa criar uma lata cilindrica com tampa com volume de 1000 cm®
(1 litro). Encontre o raio e a altura que minimizam a quantidade de metal utilizado.

Solution: 1. Modelo, Variaveis e Equagoes: O objetivo é minimizar a area
da superficie de um cilindro com tampa, dado um volume fixo.

h Area Lateral = 2nrh

Base/Tampa: ] e e =
Area = nr? argura = Circunferéncia = 2nr
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CAPITULO 2. DERIVADAS

e Seja r o raio da base e h a altura do cilindro.

e Funcao Objetivo (Area da Superficie): A area total é a soma da area
das duas bases circulares (277?) com a drea lateral (27rh).

A(r,h) = 2mr? + 27rh

e Equacao de Restrigao (Volume): O volume deve ser de 1000 cm?.

V = 7r’h = 1000

2. Expressar o Objetivo em uma Variavel: Isolamos h na equacao de
restricao:

1000
h=—;
mr
Substituimos essa expressao na funcao de area para que ela dependa apenas de 7:

A(r) = 27r® + 277 (1000)

2

2000
r

A(r) = 2mr? +

O dominio da fungao é r > 0.

3. Encontrar o Ponto Critico: Derivamos A(r) em relacao a r. Para facilitar,
reescrevemos A(r) = 2mr? 4+ 2000r 1.

dA 2000
— = 4 — 2000r % = 4y —
dr r2
[gualamos a derivada a zero para encontrar o raio que minimiza a area:
2000
4mr — 5~ =10
T
2000
dmr = 5
r
47rr® = 2000
5 2000 500
r’= ——=—
41 T

3/9500
r=4{/— cm
T

4. Verificacao de Minimo e Dimensoes Finais: A segunda derivada é

d*A 4000 .
i 47 + 400003 = 47 + -— Como r > 0, a segunda derivada é sempre
r r
positiva, confirmando que o ponto critico é um minimo.
" _ 1000 .
Para encontrar a altura 6tima, usamos a relagao h = >~ No ponto critico,
wr

temos mr® = 500, ou 1000 = 27r3. Substituindo:

2 3
h = il =2r

2
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Este é um resultado classico: o cilindro com a menor area de superficie para um
dado volume é aquele cuja altura é igual ao seu diametro.

As dimensoes que minimizam a quantidade de metal sao:
4/500

e Raio: r = {/ — =~ 5.42 cm.
T

500
e Altura: h = 2r = 2¢/ — ~ 10.84 cm.
V 7

Analise de funcoes

19. Faga um estudo completo para cada uma das fungoes abaixo:
(a) f(z) =2°—322+4 1. Encontre o dominio da fungao

(b) g(z) =a2* —2224+3 2. Calcule os pontos de interseccao com os eixos

(c) h(x) = 2* — 423 3. Encontre os pontos e os valores criticos
(d) m(z) = 29:_ : 4. Determine (se possivel) se a func¢do é par ou fmpar
x
02 5. Determine os intervalos de crescimento/decrescimento
x
(e) n(z) = 2 —1 6. Classifique os maximos e minimos locais e globais

) p(x) =x-e7" 7. Determine os intervalos de concavidade e convexidade
) q(z) =z -Inx 8. Determine os pontos de inflexao

(h) r(z) = VO —2? 9. Encontre as assintotas
) s(x)

(i) s(z) =2 —2sinx 10. Esboce o grafico da funcao

Solution:
(a) f(z)=a3—322+4
1. Dominio: Sendo uma fung¢ao polinomial, o dominio é R.
2. Intersegoes com o0s eixos:
e Eixoy (x =0): f(0) =4. Ponto (0,4).

e Eixox (f(z)=0): 2° =322 +4=0. Asrafzessaioz = -1l ex =2
(raiz dupla). Pontos (—1,0) e (2,0).

3. Pontos Criticos: Calculamos a primeira derivada.
f'(z) = 32° — 62

Igualando a zero: 3z(z —2) =0 = x = 0 ou z = 2. Os pontos
criticos sao (0, f(0)) = (0,4) e (2, f(2)) = (2,0).
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4. Simetria: f(—z) = (—2)* —3(—z)* +4 = —2® — 32 + 4. A fungao
nao é par nem impar.

5. Intervalos de Crescimento/Decrescimento: Analisamos o sinal de
f'(z) = 3z(x — 2).

e () >0: (—00,0) U (2,00) (Fungao Crescente).
e () <0:(0,2) (Funcao Decrescente).
6. Maximos e Minimos Locais:

e Em z = 0, temos um maximo local no ponto (0,4).

e Em z = 2, temos um minimo local no ponto (2,0).
A funcao nao possui extremos globais.

7. Intervalos de Concavidade: Calculamos a segunda derivada.
f"(x) =62 —6

f"(2)=0 = 6r=6 = z=1
Analisamos o sinal de f”(x):
o f"(x) <0: (—o0,1) (Concava para baixo).
o f"(x) >0: (1,00) (Céncava para cima).

8. Ponto de Inflexao: A concavidade muda em xz = 1. O ponto de
inflexao é (1, f(1)) = (1, 2).

9. Assintotas: Nao ha assintotas, pois é uma fun¢ao polinomial.

10. Esboco do Grafico:

T
207 — fix)=x3-3x2+4
@ InterceptoY (0, 4)
15 7 Interceptos X
@ Méax. Local (0.0, 4.0)
107 @ Min. Local (2.0, 0.0)
@® Inflexdo (1.0, 2.0)
5 4
2 |
o+ —— e RN el St
_5 - i
~10 - .
-15
T T i T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4
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(b) g(z) = 2* —22% +3

1. Dominio: Sendo uma fung¢ao polinomial, o dominio é R.

[\)

. Intersecoes com o0s eixos:
e Eixoy (z =0): g(0) = 3. Ponto (0, 3).
e Eixo x (g9(z) = 0): z* — 22?2 + 3 = 0. Fazendo u = z?, temos
u? —2u+ 3 = 0. O discriminante A = 4 — 12 = —8 < 0, logo nao
existem raizes reais. A fungao nao cruza o eixo x.

3. Pontos Criticos: Calculamos a primeira derivada.
J(z) = 4a® — 4w = 4a(2* — 1)
Igualando a zero: 4z(x —1)(x +1) =0 = 2z =0,z =1ouxz = —1.
Os pontos criticos sao (0,3), (1,2) e (—1,2).

4. Simetria: g(—z) = (—2)* = 2(—2)* +3 = 2* = 227 + 3 = g(z). A
funcao é par.

5. Intervalos de Crescimento/Decrescimento: Analisamos o sinal de
g'(x).
e ¢'(x) >0: (—1,0) U (1,00) (Funcao Crescente).
e ¢(x) <0: (—o0,—1)U(0,1) (Fungao Decrescente).
6. Maximos e Minimos:

e Em xr = —1ex =1, temos minimos locais e globais nos pontos
(=1,2) e (1,2).
e Em z = 0, temos um maximo local no ponto (0, 3).

7. Intervalos de Concavidade: Calculamos a segunda derivada.

g (z) = 122* — 4

Analisamos o sinal de ¢"(z):

o ¢"(z) < 0: (

1 1
———,—— | (Concava para baixo).
V3 \/3) ( P )
e ¢"(x) > 0: (—oo, —%) U (%,oo) (Concava para cima).

1
8. Pontos de Inflexao: A concavidade muda em z = £——. O valor de

V3
t tos ¢ 22,0 tos sio [+, 22
nestes pontos € —. S POontos sao —_—, — .
g p 9 P 759

9. Assintotas: Por ser uma funcao polinomial, nao ha assintotas.
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10. Esbogo do Grafico:

30 :
— glx)=x*-2x2+3
@ Min. Global (-1.0, 2.0) & (1.0, 2.0)
2317 @ Max. Local (0.0, 3.0)
@ Inflexdo (y=2.44)
20 A {
Z 15 -
10 4
5 -
0

(c) h(z) =2t — 423

1. Dominio: A fungao é polinomial, logo, o dominio é R.
2. Intersecoes com o0s eixos:
e Eixoy (x =0): h(0) = 0. O grafico passa pela origem (0, 0).
e Eixo x (h(x) = 0): ' — 423 = 23(x — 4) = 0. As raizes sdo z = 0
(raiz tripla) e x = 4. Pontos (0,0) e (4,0).
3. Pontos Criticos: I/(z) = 4% — 122?. Tgualando a zero: 4z*(z — 3) =
0 = x =0ouxz = 3. Os pontos criticos sao (0,(0)) = (0,0) e
4. Simetria: h(—z) = (—z)* — 4(—2)% = 2* + 423. A fungao nao é par
nem impar.
5. Intervalos de Crescimento/Decrescimento: Analisando o sinal de
h(x) = 42?(x — 3).
o h'(z) <0: (—00,3) (Funcao Decrescente).
e h/(z) > 0: (3,00) (Fungao Crescente).
6. Maximos e Minimos Locais e Globais:

e Em x = 0, a funcdo nao muda de sentido de crescimento, portanto
nao ¢ um extremo local.

e Em z = 3, temos um minimo global no ponto (3, —27).

7. Intervalos de Concavidade: h"(r) = 122? — 24z = 12z(x — 2).
o h'(x) > 0: (—00,0) U (2,00) (Concava para cima).
e 1'(x) <0: (0,2) (Concava para baixo).

8. Pontos de Inflexao: A concavidade mudaem x =0ex =2. h(0) =0
e h(2) =16 — 32 = —16. Os pontos de inflexao sao (0, 0) e (2, -16).

63



Fungoes de uma Varidvel

9.
10.

Assintotas: Nao ha assintotas.
Esbocgo do Grafico:

120 + —— h(x) = x* — 4x3

Interceptos X
@ Min. Global (3.0, -27.0)
@® Inflexdo (0,0) e (2,-16)

100 ~

80+

60

h(x)

40

20 4

2241

Dominio: O denominador z? + 1 é sempre positivo, ou seja, nunca se
anula. Portanto, o dominio é R.

. Intersecoes com os eixos:

e Eixoy (x =0): m(0) =0.

e Eixo x (m(z) =0): =0 = z=0.

x
241
O tunico ponto de interse¢ao é a origem (0, 0).

Pontos Criticos: Usamos a Regra do Quociente para encontrar m’(x).

(D2 +1) = (@)(20)  1—a?

, pr— pu—
m (a:) o (552 + 1)2 ($2 + 1)2
m/(z) = 0 quando 1 — z*> = 0, 0o que nos d4 = —1 e x = 1. Os pontos
criticos sao (—1,m(—1)) = (—1,—-1/2) e (1,m(1)) = (1,1/2).
—x x

Simetria: m(—x) = —m(z). Fungao fimpar.

(2P +1 22+1

. Intervalos de Crescimento/Decrescimento: O sinal de m/(z) é

determinado pelo numerador 1 — 22
o m/(z) <0: (—o0,—1)U (1,00) (Funcao Decrescente).
e m/(x) >0: (—1,1) (Fungao Crescente).
Maximos e Minimos:
e Em z = —1, temos um minimo global no ponto (-1, —1/2).
e Em z = 1, temos um maximo global no ponto (1,1/2).

2 2_3
Intervalos de Concavidade: m”(x) = —zc (290 n 1)3)7
x

¢ determinado por 2x(x? — 3), cujas rafzes sdo z = 0,1 = +/3.

portanto, o sinal
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10.

mix)

Pontos de Inflexao: A concavidade muda em z = 0,z = V3erx =
- 3 3
—v/3. Os pontos sao (0,0), <\/§, %) e <—\/§,—\/T—>.
x
Assintotas: Como lim,_, R = 0, h4 uma assintota horizon-
x
tal em y = 0. Nao ha assintotas verticais.
Esboco do Gréfico:
— m{x)=ﬁ (v3, V3/4)
047 @ Min. Global (-1.0, -0.5)
@ Max. Global (1.0, 0.5)
0.2 1 @ Pontos de Inflexdo
---- Assintota Horizontal y=0 |
/(0,0
0.0 f--m-mmmmm e m oo e R S
0.2
—-0.4
(-V3, -V3/4)

(e) n(x)

1.

. Intersegoes com os eixos: A funcao é zero se e somente se 222 = 0, o

. Intervalos de Crescimento/Decrescimento: O sinal de n/(z) de-

o m"(x) > 0: (—/3,0) U (v/3,00) (Concava para cima).
e m"(x) <0: (—o0, —v/3) U (0,v/3) (Concava para baixo).

222
21

Dominio: O denominador 22 — 1 nao pode ser zero. Portanto, x # +1.
O dominio ¢ D =R\ {—1,1}.

que ocorre em = = (. A tnica intersegao com os eixos é a origem (0, 0).

Pontos Criticos: Usando a Regra do Quociente:
/() (4x)(2® — 1) — (22%)(2x)  42® — 4o — 423 —4x
n'(x) = = —
(22 —1)2 (22 —1)2 (22 —1)?
n'(z) = 0 quando —4z = 0 = 2 = 0. O tnico ponto critico é
0,n(0)) = (0,0).
2(—x)? 22°

Simetria: n(—x) = n(x). A fungao é par.

(—2)2—1 22—1
pende do numerador —4zx.
o n/(x) >0: (—oo,—1)U(—1,0) (Funcao Crescente).
e n/(z) <0: (0,1)U(1,00) (Fungao Decrescente).
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6. Maximos e Minimos: Em z = 0, temos um maximo local no ponto
(0,0). Nao ha minimos locais nem extremos globais.

4(32% +1)

, portanto, o sinal é
@ =1 "

7. Intervalos de Concavidade: n"(z) =

determinado pelo denominador (x? — 1)3.
e n/(z) > 0: (—oo,—1) U (1,00) (Concava para cima).
o n'(x) <0: (—1,1) (Concava para baixo).

8. Pontos de Inflexao: A segunda derivada nunca é zero. A concavidade
muda nas assintotas, onde a funcao nao esta definida. Logo, nao ha
pontos de inflexao.

9. Assintotas:

e Verticais: Ocorrem onde o denominador é zero: x = —1 e x = 1.
e Horizontal: Como os graus do numerador e denominador sao

L - : 2
iguais, a assintota ¢ a razao dos coeficientes lideres: y = 1= 2.

10. Esbocgo do Grafico:

10.0 T
1
1
1
7.5 1 :
1
1
5.0 :
1
1
1
2.5 1 L
1 1
1 1
— 1 1
= 0.0 1 1
= 1 1
1 1
1 1
—2.5 | |
: |
— n(x): =
-5.0 1 e Kz h l |
=== Assintota Vertical x=1 1 1
—=- Assintota Vertical x=-1 : :
—71.57 —-- Assintota Horizontal y=2 : :
@ Maximo Local (0, 0) | |
-10.0 . . l . l . .

-4 -2 0 2 4

(f) p(z) = ze™
1. Dominio: A funcao é definida para todos os numeros reais. D = R.
2. Intersecoes com os eixos: A tunica intersecao com ambos os eixos é
a origem (0,0).
3. Pontos Criticos: Usando a Regra do Produto:
px) =Q)e " +a(—e) =e (1 -2

P(r)=0quando 1 —2 =0 = x = 1.
Portanto, o ponto critico é (1,p(1)) = (1,1/e).
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4. Simetria: p(—z) = —ze®. A fung¢ao nao é par nem {mpar.

5. Intervalos de Crescimento/Decrescimento: O sinal de p/(x) é de-
terminado por (1 — x).

o p'(x) >0: (—o0,1) (Funcao Crescente).
e p'(z) <0: (1,00) (Funcao Decrescente).

6. Maximos e Minimos: Em z = 1, temos um maximo local e também
global no ponto (1,1/e). Nao hd minimo global.

7. Intervalos de Concavidade: Usando a Regra do Produto em p/(x):
P'(x) = ()1 —a)+ (") () =e*(-1+z-1)=e"(x—-2)

O sinal de p"(x) é determinado por (z — 2).
o p'(x) < 0: (—00,2) (Concava para baixo).
e p’(x) > 0: (2,00) (Concava para cima).

8. Ponto de Inflexao: A concavidade muda em = = 2. O ponto de
inflexao é (2,p(2)) = (2,2¢72).

9. Assintotas: lim, .. xe ™ = 0. Ha uma assintota horizontal em
y = 0 quando x — oo. Nao ha assintotas verticais.

10. Esbogo do Grafico:

2 1
| Maximo
11 t-{1,-0.37)
3 S - . -
[ Inflexo
14 (2,0.27)
%X -2
[=8
=37 _ — plx)=xe™™
4] Origem (Intercepto)
; @® Max. Global (1, 1/e)
_5 ® Inflexdo (2, 2/e3)
[ ---- Assintota Horizontal y=0
_6 T T T T T T
-2 0 2 4 5] 8

(&) q(z) = rlnz

1. Dominio: A fungao In z exige = > 0, portanto, o dominio é D = (0, 00).
2. Intersegoes com os eixos:
e Eixo y: Nao ha, pois z = 0 nao estd no dominio.

e Eixox (¢(z) =0): 2lne =0 = lnzx =0 = z=1.
Portanto, o ponto é (1,0).
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10.

3. Pontos Criticos: Usando a Regra do Produto:

¢d(x)=1)(Inz)+x (i) =Inz+1

¢(z) =0 = Inzx=-1 = z=¢e!=1/e. O ponto critico é
(1/e,q(1/e)) = (1/e, —1/e).
Simetria: O dominio nao é simétrico em relacao a origem, portanto a
funcao nao é par nem impar.
Intervalos de Crescimento/Decrescimento: Analisando o sinal de
¢(z) =Inz+ 1.

e ¢'(r) <0: (0,1/e) (Fungao Decrescente).

e ¢'(z) >0: (1/e,00) (Fungao Crescente).
Maximos e Minimos: Em z = 1/e, temos um minimo local e
também global no ponto (1/e,—1/e). Nao ha maximo.
Intervalos de Concavidade: A segunda derivada é:

J'(z) = d%(ln:c 1) - %

Como o dominio é z > 0, ¢"(x) é sempre positiva. A funcao é concava
para cima em todo o seu dominio.

Pontos de Inflexao: Como ¢”(x) nunca é zero e nunca muda de sinal

no dominio, nao ha pontos de inflexao.

Assintotas: Analisamos o comportamento nos extremos do dominio.
e lim xlnz = 0.

T—r00

. . Inz L'H .. 1/1’ .
e lim zlnx= lim — = 1i 2:11m —x =0.
20+ e—0t 1/x e—0t —1/22 a0+

Como os limites ndo tendem a 00 em um ponto finito (para assintota
vertical) e ndao tendem a um valor finito em oo (para assintota hori-
zontal), nao ha assintotas.

Esbocgo do Grafico:

— gix)=xInx
3079 o Limite em (0, 0)
.- Intercepto X (1.0, 0}
’ @ Min. Global (1/e, -1/e)
2.0 |
X 1.5
o
1.0 ~
0.5 A
0.0
_0.5 -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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(h) r(z) = V9 — a?

>

rx)

1. Dominio: A expressio sob a raiz deve ser nao-negativa: 9 — z? >
0 = 22 <9. O dominio é D = [-3,3].
. Intersecoes com os eixos:
e Eixoy (z =0): r(0) = v/9 = 3. Ponto (0,3).
e Eixox (r(z) =0): 9—2* =0 = x = +3. Pontos (—3,0) e (3,0).

[N}

— e (20) = o (a) =0
—2m m—m.rfv— e1m

x = 0. A derivada nao existe em x = +3 (pontos extremos do dominio).
Os pontos criticos sao « € {—3,0,3}.
. Simetria: r(—z) = /9 — (—2)2 = V9 — 22 = r(x). A funcdo é par.
. Intervalos de Crescimento/Decrescimento: O sinal de r'(z) é o
oposto do sinal de x.
e r'(z) > 0: (—3,0) (Fungao Crescente).
e 7'(x) <0: (0,3) (Fungao Decrescente).

6. Maximos e Minimos:

3. Pontos Criticos: /()

U W~

e Em z = 0, temos um méaximo local e global no ponto (0, 3).

e Em z = —3 e x = 3, temos minimos locais e globais nos pontos
(=3,0) e (3,0).
. -9
7. Intervalos de Concavidade: r"(x) = ma portanto Vz €

(—3,3) temos que 7’(z) < 0. A funcdo é céncava para baixo em
todo o intervalo (—3, 3).

8. Pontos de Inflexao: Como a concavidade nunca muda, nao ha pon-
tos de inflexao.

9. Assintotas: O dominio é um intervalo fechado, portanto nao ha
assintotas.

10. Esbocgo do Grafico:

3.0 1
2.5
2.0 4
— rx)=v9 —x?
151 @ Maximo Global (0, 3)
@ Minimos Globais (£3, 0)
1.0 {
0.5
D.O e ...............: .....................................................................................
T T T i T T T
-3 -2 -1 0 1 P 3
X
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1.
2.

10.

(i) s(x) =z —2sinzx

Dominio: A funcao é definida para todos os niimeros reais. D = R.
Intersecoes com os eixos:

e Eixoy (z =0): s(0) =0. A intersecao é a origem (0, 0).
e Eixox (s(z) =0): z = 2sinz. Além de x = 0, existem outras raizes
(e.g., z =~ £1.8955), que sdo encontradas por métodos numéricos.

1
Pontos Criticos: s'(z) =1 —2cosz. §'(z) =0 = cosz = 3 As
solugoes sao da forma z = :I:g + 2km, k € Z.

Simetria: s(—x) = —x — 2sin(—xz) = —x + 2sinx = —s(z). A funcao
é impar.

. Intervalos de Crescimento/Decrescimento: Analisando o sinal de

s'(r) =1—2cosw.
1
e Crescente (s’(m) >0 <= cosz < 5)

dentro do intervalo U (g + 2km, 5% + 2/<:7r>

keZ

1
e Decrescente <s’(m) <0 < cosz > 5 )

dentro do intervalo U (—E + 2k, T + 2]€7T)
keZ 3 3

Maximos e Minimos Locais:

e Minimos locais em x = g + 2km. Ex: (g, g — \/§>

e Maximos locais em x = —g + 2km. Ex: <—g, —g + \/§>

Nao ha extremos globais.

Intervalos de Concavidade: s”(z) = 2sinz.
e Concava para cima (s”(x) > 0): em U (2km, (2k + 1)).
keZ
e Concava para baixo (s”(z) < 0): em U ((2k + D)7, (2k + 2)).
keZ

Pontos de Inflexao: Ocorrem quando s”(x) =0 = sinxz = 0, ou
seja, © = km, k € Z. Os pontos de inflexado sao da forma (km,s(km)) =
(km, km) e ocrrem sobre a reta y = .

Assintotas: Nao ha assintotas. A funcao cresce e decresce de forma
ilimitada, oscilando em torno da reta y = x.

Esboco do Gréfico:

70




CAPITULO 2. DERIVADAS

10.0 .
— s(x)=x-2sinx
7.5 1 . ;
® Minimos Locals
@® Maximos Locais
.07 @ Pontos de Inflexdo

Interceptos X

s(x)

20. Considere a funcao f(z) = 2% — 4z + 3 no intervalo [1, 3].
(a) Verifique que as trés condigoes do Teorema de Rolle sao satisfeitas.

(b) Encontre todos os nimeros ¢ no intervalo (1, 3) tais que f'(¢) = 0.

Solution:

(a) Para verificar as trés condigoes do Teorema de Rolle para f(z) = 2% —4x+3
no intervalo [1, 3]:

1. Continuidade em [1,3]: A funcdo f(z) é um polinomio, e todo
polinémio é continuo em R. Portanto, f(z) é continua no intervalo
fechado [1,3]. A condicao estd satisfeita.

2. Diferenciabilidade em (1,3): A derivada da fungao é f'(z) = 2z —4.
Esta derivada existe para todo x € R. Portanto, f(z) é diferencidvel
no intervalo aberto (1,3). A condigdo estd satisfeita.

3. Igualdade nos extremos f(1) = f(3): Calculamos os valores da
funcao nos pontos extremos do intervalo:

o f(1I)=(1)*-4(1)+3=1—-4+3=0.
¢ f(3)=(32—4(3)+3=9—-12+3=0.
Como f(1) = f(3), a condigao estd satisfeita.

Todas as trés condicoes do Teorema de Rolle sao satisfeitas.
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(b) O Teorema de Rolle garante a existéncia de pelo menos um nimero ¢ no
intervalo (1,3) tal que f’(c) = 0. Para encontré-lo, usamos a derivada:

f'(c)=2c—4
U
2c—4=0
2c=14
c=2

O valor ¢ = 2 esta contido no intervalo (1, 3), como exigido pelo teorema.

3

21. Considere a fungao g(x) = z° — x no intervalo [0, 2].

(a) Verifique que a fungao satisfaz as hipéteses do Teorema do Valor Médio.

(b) Encontre todos os nimeros ¢ no intervalo (0,2) que satisfazem a conclusao do
9(2) — 9(0)

teorema, ou seja, onde ¢'(¢) = 50

Solution:

(a) Para verificar as hipdteses do Teorema do Valor Médio (TVM) para g(z) =

z3 — x no intervalo [0, 2]:

1. Continuidade em [0, 2]: A funcio g(z) é um polindémio, que é continuo
em todo R. Portanto, é continua em [0, 2]. A hipdtese estd satisfeita.

2. Diferenciabilidade em (0,2): A derivada ¢/(x) = 32z°> — 1 é um
polinomio e existe para todo x € R. Portanto, g(x) é diferencidvel
em (0,2). A hipétese estd satisfeita.

Como ambas as hipdteses sao satisfeitas, o TVM se aplica.

(b) O TVM garante a existéncia de um ¢ € (0,2) tal que ¢'(c¢) é igual a taxa de
variacao média no intervalo. Primeiro, calculamos a taxa de variagao média
(inclinagao da reta secante):

9(2) —g(0) (2°-2)-(0°-0) 6-0

2-0 2 =g
Agora, encontramos ¢ resolvendo ¢'(c) = 3:
3¢ —1=3
3% =4
4
2 _ -
73
4 2
c= j:\/j =+—
3. V3

O valor que pertence ao intervalo (0,2) é a raiz positiva, ¢ =
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no intervalo [0, 2] nao satisfaz as condigoes

22. Explique por que a fungao h(x) =
do Teorema do Valor Médio.

xr —

Solution: O Teorema do Valor Médio (TVM) possui duas hipéteses que devem
ser satisfeitas para que sua conclusao seja valida:

1. A fungao deve ser continua no intervalo fechado [a, b].

2. A funcao deve ser diferenciavel no intervalo aberto (a, b).

Analisamos a funcao h(x) = no intervalo [0, 2].

T —
1. Andlise da Continuidade: h(z) é uma funcao racional. Fungoes racionais
sdo continuas em todo o seu dominio. O dominio de A(x) exclui os pontos onde
o denominador ¢ zero.

r—1=0 = z=1

A funcao possui uma descontinuidade infinita (uma assintota vertical) em z = 1.

2. Conclusao: O ponto de descontinuidade, = = 1, pertence ao intervalo fechado
[0,2]. Como a fun¢do nao é continua em todo o intervalo [0, 2], a primeira hip6tese
do Teorema do Valor Médio falha.

1
Portanto, a funcao h(z) = 7 no intervalo [0,2] nao satisfaz as condigoes
x p—

do Teorema do Valor Médio porque ela nao é continua em = = 1. (Note que,
consequentemente, ela também nao ¢é diferenciavel em x = 1, falhando também a
segunda hipdtese).

23. Um carro de corrida completa uma volta de 6 km em 2 minutos. Utilize o Teorema
do Valor Médio para mostrar que, em algum momento durante a volta, a velocidade
instantanea do carro era exatamente 180 km/h.

Solution: Este problema ¢ uma aplicacao direta do Teorema do Valor Médio
(TVM) a um cenario fisico.

1. Modelagem do Problema: Vamos definir uma funcao s(¢) que representa
a distancia percorrida pelo carro (em km) desde o inicio da volta, em funcao do
tempo ¢ (em horas).

2
e O intervalo de tempo comeca em t = 0 h e termina em ¢t = 2 min = 50 h =

1
30 h. Nosso intervalo ¢ [0, 1/30].

e No inicio, a distancia percorrida ¢ zero: s(0) = 0 km.

e No final da volta, a distancia percorrida é de 6 km: s(1/30) = 6 km.
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2. Verificacao das Hipdéteses do TVIM:

1. Continuidade: A posicdo de um objeto em movimento é uma fungao
continua do tempo. O carro nao pode saltar de um ponto a outro in-
stantaneamente. Portanto, s(t) é continua em [0, 1/30].

2. Diferenciabilidade: A velocidade instantanea do carro, s'(t), existe em
cada momento da volta. Assumimos que o movimento é ”suave”. Portanto,
s(t) é diferencidvel em (0,1/30).

3. Aplicacao da Conclusao do TVM: Como as duas hipdteses sao satis-
feitas, o TVM garante que existe pelo menos um instante de tempo ¢ no intervalo
(0,1/30) em que a velocidade instantanea s'(c) é igual a velocidade média do
carro durante a volta.

4. Calculo da Velocidade Média: A velocidade média é a variacao da
distancia dividida pela variacao do tempo:

5(1/30) —s(0) 6 km — 0 km

— — 6 % 30 km/h = 180 km/h
1/30 — 0 1/30 h x 30 lam/ m/

Velocidade Média =

5. Conclusao Final: De acordo com o Teorema do Valor Médio, como a veloci-
dade média do carro durante a volta foi de 180 km/h, deve existir pelo menos um
instante ¢ em que a velocidade instantanea do carro foi exatamente 180 km /h.

Aplicacoes de derivada

24. Calcule os seguintes limites usando a Regra de L’Hopital quando apropriado.

et~ 1 (d) lim 2%In(x)
(a alclg(l) sin(m) z—0T
1 1
li - —
(b) lim In(z) ©) 0t <x sinw>
T—00 €T
(f) lim (1 + x)"/®
9 z—0
x
© Jm % ® i sn)
Solution:

0
(a) O limite é da forma 0 Aplicando a Regra de L’Hopital:

d
e —1pm @@z_l) e e?
lim — =1 = lim = =1
20 sin(z) 20 i(sin 2) s=0cosz  cos(

dz
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(b) O limite é da forma % Aplicando L’Hopital:
ln(x) L'H

lim = lim —1/x = lim VT 2

T—00 \/E T—r00 %1]_1/2 T—r00 €T T—r00 €T

00
(c¢) O limite é da forma —. Aplicamos L’Hopital duas vezes:
00

22w 22 pm o, 2
Iim — = lim — = lim — =0
z—00 er z—o00 T rz—00 T

(d) O limite é da forma 0 - (—oc). Reescrevemos para a forma s
00

, . Inz g o 1/x , x?
2 — ) =
mlﬁl%i v ln(x) N zlﬁlrgi 1/1’2 zlﬁlr(l;l‘F —2/1’3 zlﬁlr(l;l‘F < 2 0

(e) O limite é da forma co — co. Combinamos os termos em uma unica fragao

0
(forma —):
0
) 1 1 . sinx—x g .. cosz — 1
lim [ — — — = lim ——— = lim ——
z—0+ \x  sinx z—0+ rsinx 0t Sinx + xrcosw

0
O resultado ainda é o Aplicamos L’Hopital novamente:

LH .. —sinz 0
= lim - = =0
z—0t 2COST — xSIn T 2—0

(f) O limite é da forma 1°°. Usamos a técnica do logaritmo. Seja L o limite.

In(1
InL = limln ((1 + x)l/m) — lim n(—+x)

z—0 z—0 X
0
Este limite é da forma o Aplicando L’Hopital:

In L 27 1im /A +=)
x—0 1

=1
Como InL =1, entdao L = ¢! = e.
(g) O limite é da forma 0°. Usamos a técnica do logaritmo. Seja L o limite.
InL = lim | inz)*) = li In(si
n lim In ((sinx)®) lim 2 n(sin z)
Este limite é da forma 0 - (—00). Reescrevemos e aplicamos L’Hopital:

In(sinz) r/m .. cot x . —2%cosx

InL=lim ———~ = lim = lim

=0t 1/x =0t —1/x%  a—0t  sinx

. , 0 . .
Ainda é da forma —. Aplicamos L’Hopital novamente:

L'H .. —2xcosx + x’sinw 0
InL = lim = —
z—0+ cos T 1

=0

ComoInL =0, entao L =" = 1.
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25. Considere a fungao f(x) = /x em torno do ponto a = 8
(a) Utilize aproximacao linear para estimar f(8.1) e calcule o erro.
(b) Utilize aproximagao quadratica para estimar f(8.1) e calcule o erro.

(¢) Verifique graficamente a funcao e as aproximagoes na regiao.

Solution: Calculamos as derivadas da funcio f(z) = 2/3 e seus valores no ponto
a=38.

o f(z) =2 = f(8) =2

1 1 !
Sl =gr = I = e —

2 2 !
M@ =gt = IO —ggE T T

O valor real de f(8.1) = v/8.1 =~ 2.00829885.
(a) Aproximacao Linear L(z) = f(a) + f'(a)(x — a).

L(z) = 2+i(x—8)

12
Para x = 8.1:
L(81) =2+ 1(81 8)—2+O‘1—2+ ! ~ 2.00833333
T 12" N 12 120 °

O erro é: |f(8.1) — L(8.1)| ~ |2.00829885 — 2.00833333| ~ 3.45 x 107,

1/
(b) Aproximagao Quadratica P(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + fT@(a: —a)?
1 —1/144 1 1
P. =24+ —(z — —8)? =24 —(x—8) — —(z — 8)?
5 () + 12(:10 8) + 5 (x —8) + 12(£L’ 8) 288(36 8)
Para z = 8.1:
1 (0.1)2 1 1
P(81)=2+ — — =24+ — — ——— ~ 2. 2 1
2(8.1) =2+ 155 ~ g T 120 ~ 28800 20082980

O erro é |f(8.1) — P5(8.1)] ~ |2.00829885 — 2.00829861| ~ 2.4 x 1077,
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(¢) Verificagao Gréfica:

2.20

—_— flx)=Vx

-
2.159 ——- Aproximacéo Linear L(x)

5104 *°°° Aproximacao Quadratica Palx)
@ Ponto de Aproximacao (8, 2)
2.05 1

= 2.00 +
1.95
1.90

1.85

1-80 T T T T T T T T T
6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5 9.0 9.5 10.0

26. Considere a fungao g(x) = cosz em torno do ponto a = 30°
(a) Utilize aproximagao linear para estimar g(29°) e calcule o erro.
(b) Utilize aproximagao quadratica para estimar ¢g(29°) e calcule o erro.
(c) Verifique graficamente a fungao e as aproximagoes na regiao.

OBS: a derivada deve ser calculada em radianos

Solution: A primeira etapa é converter os angulos de graus para radianos, pois
as formulas de derivagao de fungoes trigonométricas sao validas para radianos.

T
e Ponto de aproximacgao: a = 30° = 5 rad.

e Ponto a ser estimado: = = 29°. A diferenga é (r —a) = —1° = —f% rad.

Calculamos as derivadas de g(x) = cosz e seus valores em a = 7/6:

e g(x) =cosx = ¢(mw/6) = ?

o §(r)=—sinz = ¢'(n/6) = —%

V3

e ¢'(x) = —cosz = ¢"(n/6) = 5

O valor real de g(29°) = co0s(29°) ~ 0.8746197.
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(a) Aproximacao Linear L(z) = g(a) + ¢'(a)(x — a).

2 6
s
Para r = 29°, temos © —a = ———:
180
V3 o1 T V3 T
TC PO I DR AP P
(29%) 2 2 180 2 +360 087475

O erro é [g(29°) — L(29°)| ~ [0.8746197 — 0.874752| ~ 1.32 x 104,

Para x = 29°:

A V3 o
Py = (24 T -
2(29°) <2+360 4

O erro é: [g(29°) — P»(29°)] &~ 0.8746197 — 0.874620| ~ 3 x 1075.

180

(c¢) Verificagao Grifica:

2
——) ~ 0.874752 — 0.000132 ~ 0.874620

1.0~

0.8

0.6

0.4 1

024 = glx)=cosx

——- Aproximacao Linear L(x)

0.0 =+-- Aproximacdo Quadratica Pa(x)
@ Ponto de Aproximagao (30°, 0.87) "

T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
¥ (radianos)
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27. Seja a funcao p(z) = e >*

(a) Encontre o polinémio de MacLaurin de grau 3 para p(z).

(b) Utilize o polinomio Ps(x) para estimar o valor de e7%2.

Solution:

(a) O Polinomio de Maclaurin de grau 3 é o Polinémio de Taylor centrado em
a = 0, dado pela férmula:

p"(0) 5  p"(0) 3

By(x) = p(0) + ' (0)a + —=a” + =
Primeiro, calculamos as trés primeiras derivadas de p(x) = e™2* e seus valores
em a = 0.
e p(r) = = p(0)=e"=1
o p(z) =2 = p(0)=—-2e"= -2
o p'(z) =4 = p"(0) =4e’ =4
° p’”(x) _ _86—290 — p///(o) — —860 = _8

Agora, substituimos esses valores na formula:

-2 4 -8
Py(z) =1+ ST 5gc2 - jx?’

4 8 .
Py(x)=1—-2x+ 51’2 — 6335

4
Py(z) =1 — 22 + 227 — gx?’

(b) Para estimar o valor de e7%2 usando p(z) = ¢~>*, devemos encontrar o valor
de z tal que —2z = —0.2, 0 que nos da x = 0.1. Agora, calculamos P3(0.1):

P3(0.1) =1 —2(0.1) + 2(0.1)* — %(0.1)3

4
= 1-02+2(0.01) ~ 5(0.001)

0.004
=0.82 - ——
3
~ 0.82 —0.001333. ..
~ (0.818667

A estimativa para e~ %2 ¢ aproximadamente 0.81867.

1
28. Seja a fungao q(z) = —
T

(a) Encontre o polinomio de Taylor de grau 3 para g(x) centrado em a = 1.
1
(b) Utilize o polinémio P3(z) para estimar o valor de 11
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Solution:
(a) O Polinémio de Taylor de grau 3 centrado em a = 1 é dado por:

q//(1>
2!

(w . 1)2 + q/”(l) (ZL’ . 1)3

Py(x) = q(1) +¢'(1)(z — 1) + 3!

Primeiro, calculamos as derivadas de ¢(z) = 27! e seus valores em a = 1.

(r)=27!' = q(1)=1

(@) =~ = (1) =1
r)=20"3 = ¢"(1) =2
/”(:B) _ —69374 _— (]///(1) - —6

~
<
—

Substituindo na férmula:

—1 2 —6
Pg(l’) =1+ T(l’ — 1) + §<$ — 1)2 + ?(m — 1)3

Pz)=1—-(z—-1)+ (-1 (z-1)°

(b) Para estimar o valor de {7 Usamos a fungao ¢(x) com z = 1.1. Avaliamos

o polinémio Ps(x) neste ponto. Note que o termo (z—1) se torna (1.1—1) =
0.1.

Py(1.1) =1 —(0.1) + (0.1)* — (0.1)*
=1-0.1+0.01 —0.001
= 0.909

L I
A estimativa para 118 0.909.

29. Considere a funcdo z(z) = In(x + 1) e sua aproximagao pelo Polinomio de Taylor em
torno do ponto a = 0.

(a) Estime o erro méximo cometido na aproximagao de In (1.2) ao utilizar Ps(x), o
polinomio de Taylor de grau 3, através da férmula do Resto de Lagrange.

(b) Determine o menor grau n do polinémio P,(x), necessario para garantir que o
erro absoluto na aproximagao de In (1.2) seja inferior a 107,

Solution:

(a) A férmula do Resto de Lagrange para o erro da aproximagao de P,(x) é:

Ro(z)| < —2

o n+1
~ (n+1)! o —al

onde M ¢é o valor maximo de | f™*(c)| para ¢ no intervalo entre a e .
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No nosso caso, f(z) = z(z) =Iln(zr + 1), a=0,n=3 ez =0.2. O intervalo
para ¢ é [0,0.2]. Precisamos da 4% derivada:

o 2(z)=(x+1)"!

o '(z)=—(z+1)2

o (z)=2(x+1)"3

o

o :W(z)=—6(x+1)"= CESIL

6
Agora, encontramos M maximizando |z (c)| = D no intervalo [0, 0.2].
c
Como a funcao é decrescente, 0 méaximo ocorre em ¢ = 0:
p— 6 p—
C(041)*

Finalmente, calculamos o erro maximo:

6

’R3(0-2)| < m

6 1
(0.2 —0)*™ = ﬂ(0.2)4 = Z(0.0016) = 0.0004

O erro méaximo cometido é de 0.0004.

(b) Queremos encontrar o menor grau n tal que |R,(0.2)] < 107%. A férmula
geral para a (n+1)-ésima derivada de z(z) é 2"V (z) = (=1)"n!(z+1)~ "+,
O valor maximo M de |z™+Y(¢)| em [0,0.2] ocorre em ¢ = 0, resultando em
M =nl.
Substituindo na férmula do erro:

(0'2)n+1
n+1

n!

(n+1)!

IRA(0.2)] < (0.2 =

Precisamos encontrar o menor n que satisfaga:

(0.2)+1

<10
n+1

Testamos valores para n:

en=1: <O'22)2 = % = 0.020000 = 2 x 1072 (Nao satisfaz)
on=2: <O'32)3 = 0.(;)08 = 0.002667 = 2,7 x 1073 (Nao satisfaz)
en=23: (05)4 = 0'0516 = 0.000400 = 4 x 10~* (Nao satisfaz)
e n=4: (O§>5 = 0'0(?5032 = 0.000064 = 6.4 x 1075 (Satisfaz)

Portanto, o menor grau necessario ¢ n=4.
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30. Utilize os Polinomios de Taylor para verificar a Relacao de Euler
(a) Encontre os Polinomios de Maclaurin de ordem 7 para as funcoes sin(x) e cos(z).
(b) Encontre o Polinémio de Maclaurin de ordem 7 para a fungao e'.

(c) Mostre que com aproximagao de ordem 7, vale a relagao e = cos(z) + i - sin(z).

Solution:

(a) Os Polinoémios de Maclaurin (Taylor em a = 0) de ordem 7 para sin(z) e
cos(x) sao derivados de suas séries de poténcias conhecidas.

e Para cos(x), usamos os termos pares:

2 xt 2

Plo=1-9+5"&

e Para sin(x), usamos os termos impares:

2 2 Al

P7($):l’—§+g—ﬁ

(b) Para f(x) = e, calculamos as derivadas em a = 0. Lembramos que i? =
1L,P = iyt =1

flx) =e" = [f(0)=1

° f/(l‘) — ieix _— f/(O) :i

° f”(:L‘) — 261 — it — f//(o) -1
f’”(fL’) _ _Z'eix _— f///(o) — —4

e f®(0) segue o padrao 1,i,—1, —i,. ..

Montando o polindbmio de ordem 7:

_1 7 -1, =14 1, ¢ 5 =14 =i
P7<x)—a+ﬂ$+7$ +§$ +ﬂ£ —i—al’ +ax —|—W:C

(c) Montamos a expressao cos(z) + i sin(z) usando os polindémios da parte (a):

2 4 6 3 5 7
Peos() + i+ Pan(x) = <1—x—+x——x—>+i(x_x_+x__x_>

21 4] 6! 3! 51 7!
_ 1 2t 2 ) iz ix® ix”
I T TR TR TR TR T
. x2 s xt axd a8 id”
=l+ir—-=——+ 4+ ——— = — —

20 30 4 50 6T

Este resultado é exatamente o polindmio de Maclaurin para e que encon-

tramos na parte (b). Isso verifica a Relagao de Euler para a aproximacao de
72 ordem.

Bons Estudos!!!
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Capitulo 3

Integrais

Sobre este capitulo

Apoés dominar a analise das taxas de variacao, fechamos o conhecimento com o estudo das
antiderivadas, também conhecidas como integrais. Se a derivada fragmenta o movimento para
entender o instante, a integral percorre o caminho inverso, reconstruindo o todo a partir do
acimulo de suas partes infinitesimais. Neste capitulo, exploraremos como essa ferramenta permite
calcular areas sob curvas complexas e volumes de s6lidos, fundamentando a compreensao de
grandezas acumuladas em sistemas fisicos e processos industriais.

Competéncias e habilidades

e Percepgao de Actimulo: Compreender a integral definida como o limite de uma soma,
interpretando-a como a acumulagao total de uma grandeza ao longo de um intervalo.

e Dominio das Primitivas: Desenvolver fluéncia nas técnicas de integracao, para encontrar
a fungao que descreve o estado original de um sistema a partir de sua taxa de variagao.

e Aplicacao do Teorema Fundamental: Consolidar a conexao entre diferenciagao e
integragao através do Teorema Fundamental do Calculo, utilizando-o como a ponte definitiva
para a resolugao de problemas praticos de engenharia.

e Analise de Areas e So6lidos: Empregar integragao para determinar areas e volumes de
revolugao, traduzindo o formalismo analitico em métricas espaciais exatas para o estudo de
solidos e superficies de contornos irregulares.

Dica de Estudo: Utilize o Laboratiério Virtual para visualizar o limite das somas de Riemann e
observe como o erro da aprorimacao tende a zero conforme o numero de divisoes aumenta. O
poder do Python permitird que vocé visualize solidos de revolucdo e dreas complexas em 3D. A
integral € a sua ferramenta para transformar aproximagoes em respostas evatas.

Laboratério Virtual: Integrais

Escaneie o QRcode ou acesse o link para iniciar sua pratica.
https: //colab.research.google.com/github /professorpalhares/Matematica/
blob/main /Funcoes-de-uma-Variavel /Lista_ 3 _integrais.ipynb
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Fungoes de uma Varidvel

Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Amazonas
Campus Manaus - Distrito Industrial

Curso Engenharia de Computacao

Disciplina | ECP12 - Calculo Diferencial e Integral I

Docente Eduardo Palhares Junior

Lista 3: Integrais

Conceito de integral

1. Considere a fungao f(x) = z?+ 2 no intervalo [0, 4]. Utilize a soma de Riemann para
estimar a area sob o grafico de f através dos retangulos de aproximagao:

(a) Considere 4 retangulos (extremidades esquerdas, direitas e pontos médios).
(b) Considere 8 retangulos (extremidades esquerdas, direitas e pontos médios).

(c) Calcule o erro de cada aproximadagao comparando com a integral definida.

Solution: Primeiro, calculamos o valor exato da area usando a integral definida,
para fins de comparacao:

4 3 4
4
I:/(x2+2)dx: r—+2x} :<6—+8)—0:§zz9,3333
; 3 3 3

0

4-0
(a) Para n =4: Temos Ax = —— = 1.

Os subintervalos sao [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4].
e Esquerda (L4): z; € {0,1,2,3}.

Li=1-[f(0)+ f(1)+ f2)+ f3)]=1-2+3+6+11] =22

Area Aprox: 22.00 | Exata: 29.33 | Erro: 25.00%

20.0
1754 = fix)=x?+2
15.0
12.5 1
10.0
7.5
5.0

2.5 1 ‘

0.0
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e Direita (R4): z} € {1,2,3,4}.
Ry=1-[f()+ f(2)+ f3)+ f(4)]=1-[3+6+ 11+ 18] =38

Area Aprox: 38.00 | Exata: 29.33 | Erro: 29.55%

20.0
1754 = fix)=x?+2 :
15.0
12.5 1
10.0
7.5
5.0

2.5

0.0 1
0 1 2 3 4

e Ponto Médio (M,): =} € {0.5,1.5,2.5,3.5}.
My = 1[F(0.5)+F(1.5)+ f(2.5)4 f(3.5)] = 1.[2, 2544, 2548, 25+ 14, 25] = 29

Area Aprox: 29.00 | Exata: 29.33 | Erro: 1.14%

20.0
1754 = fix)=x2+2
15.0 +
12.5
10.0 +

7.5 7

5.0 1 ~
2.5 - T-é
0.0 .

4—-0
(b) Para n = 8 Temos Az = —— = 0,5. Os pontos da particdo sao

{0;0,5;1;1,5;2;2,5;3;3,5;4}.

e Esquerda (Lg): Somamos os valores da fungao nos 8 primeiros pontos.
Ls=0,5-[f(0) + f(0,5) + f(1) + f(1,5) + f(2) + f(2,5) + f(3) + f(3,5)]
=0,5-[2+2,254+3+4,25+6+ 8,25 + 11 + 14, 25]
=0,5-[51]
= 25,5
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Area Aprox: 25.50 | Exata: 29.33 | Erro: 13.07%

20.0

15.0 4 /

12.5

10.0 4

7.5 7

5.0

2.5

0.0
0 1 2 3 4

e Direita (Rg): Somamos os valores da fungao a partir do segundo ponto
até o final.

Ry =0,5-[f(0,5) + f(1) + f(1,5) + f(2) + f(2,5) + f(3) + f(3,5) + f(4)]
—=0,5-[2,25+ 344,25+ 6+ 8,25 + 11 + 14,25 + 18]
=0,5-[67]
= 33,5

S0 Area Aprox: 33.50 | Exata: 29.33 | Erro: 14.20%

1754 — fix)=x*+2

15.0 4
12.5

10.0
7.5 1

5.0

o

0 2 3 4
e Ponto Médio (Mg): Os pontos médios sao {0,25;0,75;1,25;1,75;
2,25; 2,75: 3,25; 3, 75}.

Mg =0,5-[f(0,25) + f(0,75) + f(1,25) + f(1,75) + f(2,25)
+ f(2,75) + £(3,25) + f(3,75)]
=0,5-[2,0625 + 2,5625 + 3, 5625 + 5,0625 + 7, 0625
+9,5625 + 12,5625 + 16, 0625]
=0,5-[58,5]
— 29,25
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Jo.0 Area Aprox: 29.25 | Exata: 29.33 | Erro: 0.28%

1754 — fix)=x?+2
15.0 1 7
12.5 - 7Z

10.0 - /|

7.5 - 74

5.0 "
2.5 1

0.0 1

(c) Erros (E = |Valoreao — Valorapros]):

o n=4:
7,33
Ep =~ 29,33 — 22|= 7,33 ou seja E.% = m 100 =~ 25, 00%
i 8,67
Er ~ 29,33 — 38|= 8,67 ou seja Er% = 20.33 100 ~ 29, 55%
. 0,33
Eyn =~ 29,33 — 29]= 0,33 ou seja Eyf% = ——— - 100 ~ 1, 14%
29,33
o n=2a:
. 3,83
Ep ~ 29,33 — 25,5|= 3,83 ou seja ;% = ——— ~ 13,07%
29,33
. 4,17
FEr =~ 29,33 — 33,5|= 4,17 ou seja Fr% = ——— =~ 14,20%
29,33
. 0,08
Ey ~ 29,33 — 29, 25|= 0,08 ou seja Ey% = 5083 ~ 0, 28%.

Note que a aproximacao pelo ponto médio é muito mais precisa, e dobrar o
nimero de retangulos reduz o erro pela metade (nas extremidades) ou por
quatro (no ponto médio).

2. Utilize a definicao para calcular a integral das seguintes funcoes:

T 1‘2
(a) /0 vt ="
(b) / t2dt = v /xf(t) dt = lim Y f(t;)At
0 3 0 S

(c) / eldt =e" —1
0
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Solution: A definigao de integral definida no intervalo [0, z] é dada pelo limite
da soma de Riemann:

/xf(t) dt = lim Zn:f(t,)At
0 n—oo —

Para todos os itens, dividimos o intervalo [0, 2] em n subintervalos de largura

—0 ;
At =12 — 2 Bscolhemos a extremidade direita para t; = 0+ 1At = “°
n n n
(a) f(t) =t.
. ~._nn+1)
Soma dos inteiros (Soma de Gauss) Z i=—

i=1
’ e (i n(n+ 1)
/Ofdt:J:%Zizl <z> JL%{ZZ_JEEOFT
2?2 (n?+n x? 1 22 z2
im ( ) 5 Jim ( + n) 5 (1+0) 5

n—o0

) ()=
n(n+1)(2n+1)
6

n
Soma dos inteiros quadrados E it =
i=1

L z° [n(n+1)(2n+1)
| dt—g&;(z) =l 2o i [
1

x> 2n3 +3n2+n x3 x3
soonT T n T =L
n? 6 3

= — lim

6 n—oo 6 n—oo

3
3 —llm (2+—+
n n

(c) f(t) =¢".

Soma geometrlca E 7“ =T
r—
=1

e'dt = lim e/m .2 = lim = e = lim —-e
/O n—00 ; n n—oo N — ( ) n—oo N ex/n —1

h
—1
Limite fundamental lim € =1
h—0
x T _q
/ e’ dt = lim z-e“ﬁ”’/"e—:(e‘”—l) lim e*/™ . lim _z/n_
0 n—o0 N, ex/n — n— 00 n—oo e/ — 1

=(e"—1)-1-lim

lim —— =("—1)-1-1=¢€"—1
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5 5 2
3. Seja as integrais / f(z)dx = 10, / g(z)der = =3 e / f(x)dx = 4, utilize as
0

propriedades da int%gral definida paraocalcular:
5 0

@ [ 1) - 39(0)] da © [ gle)ds
0 5

) [ s @ [ s+

Solution:
b

(a) Linearidade: /ab (u-f(z)+v-g(x))de = u/ab f(z)dx + v/a g(x)dx

5 5 5
/[2f(x)—3g(x)]dx:2/ f(x)dx—?)/ g(x)dz = 2(10)—3(—3) = 2049 = 29
0 0 0
b a b
b) Aditividad I los: dr = d dz.
(b) itividade em Intervalos /0 f(z)dz /0 f(z) 93+/a f(z)dx
5 5 2
dr = dr — dr =10 — 4 =
| sere = [ s@e— [ pwye = 1046
b a
(c) Inversao dos Limites de Integragao: / f(z)dx = —/ f(z)dz
a b

/50 g(x)de = — /059(55)6156 = —(-3)=3

(d) Substituicao (Translagao): Considerando a substituigao v = x + 2.
e Substituicao: u =z + 2 Novos limites:
J e r=-"2=u=-2+2=0
oDiferencial:d—u:1:>du:dx er=3=u=3+2=5

X

Substituindo na integral:

3 5 5
/ flz+2)dx = / f(u)du (onde u é varidvel muda) = / f(z)dx =10
—2 0 0

4. Utilize o Teorema Fundamental do Célculo para avaliar as integrais definidas a seguir:

(a) / S 20)de (©) /0 " e (1) dt

-1

(b) /1 ' <\/_ —%) dz () /_ 11(x99+tana:)dx
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Solution: O Teorema Fundamental do Célculo (Parte 2) afirma que se F' é uma

b
primitiva de f em [a, b], entao / f(z)dz = F(b) — F(a).

(a) A primitiva de f(x) = 2® — 2z é F(z) = T

2 e 2
/ (2% — 27) dx = {— — xﬂ
1 4 1
2

1
4 4
3 3 3
=4—-4)—-(—]=0+-=-
( ) ( 4) N 4 4
I
12 9 e f(x) = x3 - 2x
10 Area Positiva
g Area Negativa
6 -
4_
2 -
°T7
-1 0 1 2
- o 1 12 _ .—1/2
(b) Reescrevendo a fungdo como poténcias: /z — T =gl/2 —g71/2,
x
22 g2 9

/1 (1) g — Ex\/% - 2\/5]
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|
1.5 4 = fix) =vVx -1x
Area Positiva

1.0 - Area Negativa

0.5 4

0.0

_0.5 -

_l.D -

(c) Sabemos que a derivada de tan(t) é sec?(t), logo a primitiva é F(t) = tan(¢).

/W/4 sec’(t) dt = [tan(t)]:M = tan (%) —tan(0)=1-0=1

3.0 T

—_ fix) = sec? ()
2.5 7 Area Positiva

Area Negativa
2.0 - g
1.5 4
1.0 +
0.5
D-ﬂ I I I I I
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

(d) Observamos que f(z) = 2% + tan(z) é uma fungao impar, pois:
f(=z) = (=) + tan(—2) = —2” — tan(z) = — f(z)

A integral de uma funcdo impar em um intervalo simétrico [—a, a] é sempre
zero, pois a area negativa cancela a area positiva.

1
/ (1‘99 + tanx) dr =0

1
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3
—_— f{x) = x* + tan(x)
27 Area Positiva
.- Area Negativa
0
_1 -
_2 =
_3 T I T T T T
-1.5 =1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

5. Encontre o valor médio da fungao f(z) = 2* — 1 no intervalo [0,2] e determine o
ponto ¢ no intervalo onde a funcao atinge esse valor.

Solution: O valor médio de uma fungao continua f em um intervalo [a, b] ¢ dado
por:

1 b
fmed = m/a f(l’) dl‘

Passo 1: Calcular a Integral Definida

2 3 2 3 3
2 0 8 6 2
2 Nde=|%—a| = (= -2)-(=-0)=(2-2)-0=2
/O(x ) dz [3 1,7\ 3 373 3
Passo 2: Calcular o Valor Médio

1

2
fmed_m'g

Passo 3: Determinar o valor de c Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais,
existe ¢ € [0,2] tal que f(¢) = fined-

4 4 2 23
1=— — 4= =4
Tlm3 e \[3 /3 3

Como ¢ deve pertencer ao intervalo [0, 2], descartamos a solu¢ao negativa.

2V/3
3

1
2 _1=-==
¢ 373

c=2Y2~ 1,155
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Técnicas de integracao

6. Utilize o método da substituicao para calcular as integrais a seguir:

(a) /(3x4—5x§+x_2)dx (d) /de (g)/ sin(2z)

x 1 + cos?(z)

(b) /\/%jdx () /xixdm (h) /x\/md:n
(c) / 2267 o () / He;x dz (i) / ﬁm

Solution:

(a) Embora o enunciado pega substitui¢ao, esta integral pode ser resolvida di-

1
. "t o
retamente pela Regra da Poténcia / dr = e pois é uma soma de
funcoes poténcia.
A1 22/3+1 r—2+1

32t — 522 + 72 dr =3 -5 C
/(x vt aT)dr =37 DY T

3 5/3 -1
:—x5—5($—)+z—+0

5 5/3) 7 1
3. _ 3., 1
2P 5.2 2y
57 55 T T
3 1
=22 —3Vab— =+ C
5 x

(b) Nesta integral, temos uma fungdo composta no denominador.
e Substituicio: u = 2% + 1.

d
e Diferencial: du =2z dr = xdx = 7u
Substituindo na integral:

Jtmree ()3 o3

—%-2\/E+C—\/x2+1+0

N | —

(c) Identificamos que x? é (a menos de constante) a derivada do expoente x3.
e Substituicao: u = x?.

d
e Diferencial: du = 3x?dr — z%dx = ?u

Substituindo na integral:

d 1 1 1
/x2ew3dx:/e“' (?u) :§/e“du:§e“+C’:§ew3+C
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(d) Nesta integral, observamos que a derivada de In(x) é 1/x, que aparece mul-
tiplicando o termo (Inz)*.

e Substitui¢ao: u = In(x).

e Diferencial: du = — dx.
x

Substituindo na integral:

4 5 5
/de:/(lnx)4.ldx:/u4du:u_+c:(lm") e
x x ) )

(e) Aqui temos novamente o logaritmo e sua derivada, mas em uma estrutura
aninhada no denominador.

e Substituicao: u = In(x).

e Diferencial: du = — dx.
T

Substituindo na integral:

zlnzx Inx =z

1 1 1 1
/ dx = —-—dx:/adu:ln|u|+0:1n|lnx|+0

(f) Reescrevemos o denominador notando que e** = (e*)?. Isso sugere uma

1
+u?

estrutura similar a derivada do arco-tangente:
e Substituicao: u = e”.
e Diferencial: du = e” dx.

Substituindo na integral:

/ el / T+ (e @ / [ g du = arctan(u)+C = arctan(e®)+C

(g) Utilizar a identidade trigonométrica do arco duplo: sin(2z) = 2sin(x) cos(z).
Assim, a derivada de cos?(x) aparece no numerador.

e Substituicao: u = 1 + cos®(x).

e Diferencial: du = 2cos(x)(—sin(z))dr = sin(2z) dz = —du.

Substituindo na integral:

sin(2x) Y s o 9
/ T+ cos?(7) dr = / - du = —In|u|+C = —1In(1 + cos®(x)) + C

(h) Aqui temos um fator z ”"sobrando” fora da raiz. Isolamos x na substituigao.

e Substituicao: u=2r—1 = z=u+ 1.

e Diferencial: du = dx.
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Substituindo tudo em funcao de u:

/x\/mczx = /(u+ 1)Vudu = / (u-u'? +u'?) du = / (u*? 4+ u'/?) du

u ud/? 2 2
- - O:— _15/2 “ _13/2 C
5/2+3/2+ 5(:70 ) +3(x ) 4

1
V1—u?

termo 1622 para ser um quadrado perfeito (4z)2.

(i) A estrutura sugere a derivada do arco-seno: . Precisamos ajustar o
e Substituicao: u = 4zx.

d
e Diferencial: du =4dx = dx = Iu

Substituindo na integral:

d 1 1
i arcsin(u) + C' = 1 arcsin(4x) + C

1 1
- de= [ =2
/\/1—16332 ‘ /\/1—_u2 11

7. Utilize o método da integracao por partes para calcular as integrais a seguir:
(a) /xe‘z dx (e) /arctan(x) dx

(©) / In(z) da
(b) / 2 sin(z) da (d) / £ 1n(t) dt (1) / ¢® cos(x) da

Solution: A féormula de integracao por partes é /udv = uv — /vdu. A es-

colha de u geralmente segue a regra LIATE (Logaritmica, Inversa, Algébrica,
Trigonométrica, Exponencial).

(a) Escolhemos u como a fungao algébrica (x) e dv como a exponencial (e~ *dx).
e u=2 = du=dx

o dv=c¢"dr = v:/exd:v:—ex

Aplicando a férmula:
/xe‘x de = x(—e ") — /(—e_x) de =—ze " —e *+C=—e"(z+1)+C

(b) Um polinémio de grau 2 sugere aplicar a integracao por partes duas vezes.
Primeira aplicagao:
o u=1> = du=2xdx
e dv =sin(x)dr = v = —cos(x)
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/x2 sin(z) dr = —2° cos(x)—/(— cos(x)) -2z dr = —2° Cos(ac)+2/xcos(x) dx
Segunda aplicagao:

e u=r = du=dx
e dv = cos(z)dr = v =sin(x)

/xcos(x) dr = xsin(m)—/sin(m) dx = zsin(x)—(—cos(z)) = zsin(z)+cos(x)

Substituindo de volta na equacgao original:

/x cos(x) dz = —a” cos(x) + 2z sin(z) + 2 cos(z) + C

(c) Para integrar o logaritmo natural, escolhemos u = In(z), restando dv = dz.

1

e u=In(r) = du=—dx
T

e dv=dr — v==2x

Aplicando a férmula:

/1n<x>dx:x1n(x)—/x-1dx:x1n<x>—/1dx:m1n(x)—x+c

xZ

(d) Seguindo a regra LTIATE, Logaritmica In ¢ tem prioridade sobre Algébrica t3.

1
o u=In(t) = du:gdt

4
o dv=dt = v=g

Aplicando a férmula:

4 4 4 4
tYin(t) 1 t
= — .= = —(4In(t) — 1
1 1 4+C 16( n(t) —1)+C

(e) Para integrar inversas trigonométricas sozinhas, usamos dv = dz.

1

1+x2dx

e u = arctan(z) — du =

o dv=dr = v==2x

/ arctan(z) d = o arctan(z) — /

Em seguida aplicamos substituicao simples: w = 1 + 2?> = dw = 2x dx.

T 1 [dw 1 1
dr = = [ &2 = ZInjw|= = In(1 + 22
/1—|—x2 v=35) % ~zhl=gh+

x dx
1+ 22
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Subistituindo de volta na equagao original:

1
/arctan(m) dx = zrarctan(z) — 3 In(1+ 2% +C

(f) Esta é uma integral ciclica. Aplicaremos integracao por partes duas vezes.

Primeira aplicagao:

e u=cos(r) = du= —sin(z)dz

o dv=¢e"dr — v=2¢€"
/e“” cos(z) dr = €* cos(x) — /ez(— sin(z)) dz = €® cos(x) + /ew sin(z) dz
Segunda aplicagao:

e u =sin(r) = du = cos(x)dz

o dv=¢e"dr — v=2¢€"

/ez sin(x) dr = €® sin(x) — /eI cos(x) dx

Substituindo de volta na equacao original:
/ e® coszdr = e* cosx + [ez sinx — / e cos xdx}

/ewcosxdx%—/egﬁcosxdx:excosx+e”’csinx

. e*cosw + e sinw
e’ cosxdr = 5

8. Utilize as identidades trigonométricas para calcular as integrais a seguir:

(a) / sin®(z) cos?(x)dz (b) / cos*(z) dz (c) / sin(3z) cos(5z) dx

Solution:

(a) Como a poténcia de seno é impar (n = 3), separamos um fator sin(z) para
compor o diferencial du e convertemos o restante utilizando a identidade
trigonométrica sin?(z) = 1 — cos?(z).

e Identidade: sin®(z) = sin?(z) - sin(z) = (1 — cos?(z)) sin(x).
e Substitui¢do: u = cos(x) = du = —sin(z) dx.

/Sin3(x) cos?(z) dr = /(1 — cos?(z)) cos*(z) - sin(x) do = /(1 —u)u® - (—du)

5 3 5 3
B i o v _cos’(z)  cos’(z)
—/(u u)du-—5 3 +C = E 3 +C
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(b) Como todas as poténcias sao pares, utilizamos as identidades de arco metade

1 2
(reducao de ordem): cos?(f) = LS(G).
2

/0084(56) dx = /(0082(1:))2 dx = / (%)2 dx

1
=1 /(1 + 2 cos(2x) + cos?(2z)) dx
1 (4
Aplicamos a identidade novamente para cos®(2x) = H%(I):
A 1 1 cos(4x)
cos™(z)dr = - 1+ 2cos(2x) + = + dx
4 2 2
1 3 1
- Z/ (5 + 2cos(2x) + 5 cos(4m)) dx
3 1

=37 + 1 sin(2zx) + 3i2 sin(4zx) + C
(c) Utilizamos as férmulas Werner de produto-para-soma para A = 3x e B = 5x:
sin(A) cos(B) = %[sin(A — B) +sin(A + B)]
sin(3z) cos(5z) — %[Smm _ 52) + sin(3z + 5z)] = %[sin(—2a:) + sin(8z)]
Como a fun¢ao seno é impar, temos sin(—2z) = — sin(2z).

/sin(?)x) cos(bx) dx = %/(— sin(2z) + sin(8z)) dx

L) (=)

1 1
=1 cos(2x) — T cos(8z) + C

9. Utilize o método da substituicao trigonométrica para calcular as integrais a seguir:

1 5 1

Solution:

(a) A expressao v/4 — 22 sugere a substituigao seno (a = 2).
e r =2sin(f), onde —7/2 < 6 < 7/2.
o dxr = 2cos(f)db.
o V4 —12=/4—4sin*() = 2cos(6).
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Substituindo na integral:

1 1 1 1
/(281H9)2(2C089).2C080d9:/481n edQ 4/csc Hde__ZCOt(QH_C

Retornando para z: Considerando o triangulo
N/
retangulo onde sin f = f, temos cot 6 = * 2
2 X X
1 V4 — a2
X 4 —x €x v 4— X2

(b) A expressao v a2 — 9 sugere a substituigao secante (a = 3).
e v =3sec(f),onde 0 <O <7/20um<0<31/2.
e dx = 3sec(f) tan(0) db.
o Va2 —9=1+/9sec?0 — 9 = 3tan(0).

Substituindo na integral:

/(3tan0) - (3secOtanb) do = 9/tan20sec«9d0

= 9/(sec20— 1)secddf

=9 [/sec36’d9—/secéd0]

As integrais resultantes necessitam de estratégias diferentes, portanto, a
solucao sera dividida em 2 etapas separadas para facilitar a compreensao.

Calculo de / sec® @ df: A funcio sec® @ pode ser quebrada em um produto

de funcgoes cujas derivadas e integrais sao conhecidas.

e yu=secl = du=secOHtanddb
o dv==sec?0df — v =tanh

Aplicando a férmula:

/sec39d6’ = secftanf — /tan@(sec@tan@) db
/sec?’edﬁzsecﬁtane—/sec&(secZQ— 1)do
/se039d0:secetan9—/sec30d0+/se06d6’
2/Sec 9d9=sec€tan9+/sec€d9
/

1
sec’ 0 df = —secGtanH + —ln\seCQ + tan 6|
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Calculo de / sec§ df: Multiplicamos e dividimos por (secf + tan 0)

2
/Secedez/seCG(seCQ—ktaHQ) dHZ/sec 9+Se09tan9d9
sect 4 tan 6 secl + tan 6

e u=-secH+tanf

o du = (secftanf + sec? 0)dl

20 ftan 6 d
/Secedﬁ = / sec 0+ sechtan do = a In|u|= In|sec & + tan 0|
secd + tand U

Juntando tudo na expressao original:

9 [/sec3ﬁd0 - /sec@d@] =9 [(;secﬁtanﬁ—i— %ln]secﬁ +tan9|) —In|sec§ + tan 6|
1 1
=9 [2 secftan§ — 51n|sec€ —l—tan@]]

= gseCQtane - %1n|sec€ + tan 0|+C

Retornando para z: Considerando o triangulo

3 .
retangulo onde cosf = —, ontemos as relacoes
x

VT Vx?—9
3

: . x
trigonometricas secf = 3 € tanf =

N
/\/x2—9da::—x v g—gln

(c) A expressio (224 1)%2 = (v/22 + 1)3 sugere a substituicio tangente (a = 1).

e z = 1tan(fd) = tan(f) = z/1.
o dx = sec?(0) db.
o Va2 +1=sec(h).

Substituindo na integral:

1 1
/( 9)3-86029d0:/ 9d9:/0089d0:Sin(0)—|—C
sec sec

Retornando para x: Considerando o triangulo

x
retangulo onde tan # = —, temos sin ) = ——
1 241

1 x
=t C
[ et

100



CAPITULO 3. INTEGRAIS

10. Utilize o método das fracoes parciais para calcular as integrais a seguir:

2+ 1 1 5z + 20z + 6
(b) /az(x—l)(x—l—l) dw(d) /x(:v2+1) d ®) / 3+ 212 + o d

Solution:

(a) Primeiro, fatoramos o denominador: x? — 5z + 6 = (z — 2)(x — 3). Como os
fatores sao lineares e distintos, propomos a decomposi¢ao:

I 1 _ A B
22 -50+6 (z—-2)(x—3) -2 x-3

Multiplicando ambos os lados pelo denominador comum:
1=A(x—3)+ Bz —2)
Para encontrar as constantes, substituimos as raizes:
e Sex=21=A2-3)+B(0) = 1=—A = A=-1
e Sex=31=A0)+BB-2) — 1=B(1) = B=1.
Agora integramos a expressao decomposta:

-1 1 -3
/( + ) dr = —In|z — 2|4+ In|z — 3|+C =1n °

5|+

r—2 x-—3

(b) O denominador ja estd fatorado em fatores lineares distintos: z, (z — 1) e
(z+1). O grau do numerador (2) ¢ menor que o do denominador (3), entao
podemos aplicar fracoes parciais diretamente.

2+ 1 A B C

x(z—1)(x+1) E+x—1+x+1

Eliminando os denominadores:
2’ +1=A(x—1)(x+1)+ Bz)(z+ 1)+ C(z)(z — 1)
Substituindo as raizes para encontrar as constantes:
e Sex=0:0+1=A(-1)(1) = 1=-A4 = A=-1.
e Sex=1:12+1=B(1)(2) = 2=2B = B=1.
e Sex=—-1 (-1)?+1=0C(-1)(-2) = 2=2C = C=1.

A integral se torna:

—1 1 1
/ — + + dr = —In|z|+ In|z — 1|+ In|z + 1|4+-C
r -1 xz+1

(x —1)(z+1)

=1In

REC

x? =1

X

+C

=1In
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(c)

O denominador possui um fator linear repetido (x — 1)%. A decomposi¢ao
deve incluir uma fracao para cada potencia do fator:

20+ 3 A B

($—1)2_33—1+(33—1)2

Multiplicando pelo denominador comum (z — 1)?:
20 +3=Ax—1)+B
Para encontrar as constantes:

e Sex=1:2(1)+3=A(0)+B = B=5.

e Comparando os coeficientes de z: 2z = Ax — A = 2.

A integral se torna:

/(x31+ (x—51)2) dx:21n|x_1|+/5($—1)_2dx

— 1)t
%*C

5
=2Injz — 1|——1 +C
$_

= 2In|z — 1|+5

O denominador possui um fator linear x e um fator quadrético irredutivel
(2 4+ 1). Para o fator quadrdtico, o numerador deve ser linear (Bx + C).

1 _é+Bx+C
r(z24+1) = a2+1

Eliminando os denominadores:
1=A(z>+ 1)+ (Bx+C)x
1= A2+ A+ Ba®+ Cx
l1=(A+B)2?+Cx+ A

Igualando os coeficientes dos polinomios dos dois lados:

e Termo constante: A = 1.
e Termo em x: C' = 0.

e Termoem z*>: A+ B=0 — 1+ B=0 — B=—1.

A integral se torna:

1 —r 1 €T 1 2

Importante destacar que para resolver a segunda integral foi aplicado o
método de substituicio u = 22 + 1 = du = 2z dx.
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(e) O grau do numerador (3) é maior que o do denominador (2). Devemos
realizar a divisao polinomial antes de aplicar fracoes parciais.

Dividindo 2 por 2 + 1:

x3 x

3 2
= +1)— -
T 33‘(33 ) r — 22 1 T 2 1

Agora integramos cada termo separadamente:

3
/ * dx—/ T — * dx—/xdx—/ * dx
2+ 1 2+ 1 2+ 1

Para a segunda integral, podemos aplicar o método da substituicao.

o u=2>+1

o du=2vdr = xdr=du/2

T 22 1 [du 2% 1
- dr=" - [T “perin+C
/(x x2+1> T=5 75  w Ty D

(f) Primeiro, fatoramos o denominador: z3+2x?+x = x(z*+2z+1) = z(z+1)%
Temos um fator linear distinto (x) e um fator linear repetido ((z + 1)?).

+

5z + 202 + 6 52 +20r+6 A B C
_— l‘:—:—+
3+ 222 ¢ x(r+1)2 r x+1 (z+

1)2
Multiplicando pelo denominador comum:
502+ 201 +6 = A(r + 1)+ Br(z + 1) + Cx

Encontrando as constantes:

e Sex=0:6=A(1)* = A=6.

e Sex=—1: 5(—1)2+20(-1) +6=C(-1) = 5—-204+6=—-C —
—9=-C = C=09.

e Comparando coeficientes de x?: 52° = (A+ B)2? = 5=6+ B =
B =-1.

A integral se torna:

6 1 9
- — dr = 61n|z|—1 1 9(z+1)2d
/(m $+1+($+1)2> r = 61In|z|—In|z + |—|—/ (x+1)"*dz

(x+1)7t
e

= 61n|z|—In|z + 1|+9 +C

9
= 61In|z|—In|z + 1|_x—+1 +C
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Integrais improéprias

11. Analise as integrais impréprias quanto a convergéncia e calcule seu limite (se existir).

(a) /100 xi dx (d) /OOO we ™ dx (g) /Oﬂ/2 tan(x) dz
(b) / : 2 d (e) /_ Z ﬁdw (h) / lxln(x) dz

—00

“Inz S|
(c)/1 7dm (f)/o 3_xdx /1de

Solution: Para integrais em intervalos infinitos, substituimos o infinito por uma
variavel auxiliar e calculamos o limite quando ela tende ao infinito.

(a) t t t
> 1 —2 1
/ — dx = lim 3 dr = lim | = im |———
1 3 t—oo [y t—oo | —2 | o 212

I 1 1 I 1 . 1 1
=Im|[|—-——-—(—— =lm(—+-) =—
t—oo \ 212 2(1)? t—oo \ 212 2 2

Conclusao: A integral converge.

(b)
0 0 p2e 0
/ 2 dr = lim e dr = lim {7}

o0 t——o0 [, t——o00

. ed e | N |
=lm | ———)==-—= lim " ==
t——o0 2 2 2 2 t——o0 2
Conclusao: A integral converge.

r=1=u=0

1
(c) Fazendo a substituicao: u = Inz = du = —dz, onde
x r=t=u=Int

*Inz Int u™
/ —dx = lim —dac = lim udu = lim {—}
1 t—o00 t—o0 t—o0 2 0
1 Int)? In1)2 Int)?
:hmm i <nt>_<n> _ gy m)°
t—o0 2 1 t—o0 2 2 t—oo 2

Conclusao: A integral diverge.

U=z = du=dx

(d) Aplicamos o limite e Integragao por Partes =2
dv=e*dr =v=—

00 t xe—Qz t t e—Qw
/ re ¥ dr = lim re ¥ dr = lim |— — lim — dx
0 2 |, 2

t—00 0 t—r00

. e 1 e 27" i t Lo 1oy 1
= lim | |- — — =lm|—%——F+-¢€¢ | =-
t—00 2 21 -2, t—00 2e% 42t 4 4

Conclusao: A integral converge.
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(e) Como ambos os limites sao infinitos, devemos dividir a integral em um ponto
real para conseguir aplicar e analisar os dois limites independentemente.

Sl | 0 1 S |
dx = d d
/_001+x2 ’ /_Ool—l—xQ I+/O 1+a2 ™

0 q

dx + lim
q—0 Jg 1—|—1’

dx

= lim

p—co J, 1+ 22

2

_ 1 0 ; q
= pgr_noo [arctan(z)], + qlggo [arctan(z)|]

= arctan(0) — lim arctan(p) + lim arctan(q) — arctan(0)

p——00 q—00
T T
g — _— ——0:
( 2)+2 i

Conclusao: A integral converge.

(f) A funcao possui uma descontinuidade em z = 3, portanto, aplicamos o
limite lateral pela esquerda e em seguida uma substituicao de varidveis:
e Substituicao: u =3 — =z {$:0_>u:3
e Diferencial: du = —dx r=t—o>u=3-t

3 1 t 3—t
dr = 1i 3—a2) V2dx = i “12(_g
/Or_ﬂ Jim [ (3= @) Fde = Hm | um (=du)

= lim [-2¢"/?], " = lim [-2v3— 2], = —2(0) +2v3 = 2V3
t—3~ t—3~
Conclusao: A integral converge.

(g) A fungao tan(z) tende ao infinito quando = — g

w/2 t
/ tan(z) = lim tan(z) dx
0

t—}ﬂ'/27 0

= lim [-1 :
Hg;l?f[ n|cos z],

= lim [—In(cost)] — (—In(cos0))

t—mw/2-
= lim —In(cost)+ In(1)
t—mw/2-
Aplicando o limite lim —In(cost) = —In (cos <E>) = —In(0) = —(—o0) = 0
t—mw/27 2

Conclusao: A integral diverge.

(h) Trata-se de uma integral imprépria do Tipo 2, j& que a funcao In(x) nao é
definida em z = 0. Aplicando integracao por partes

d
o u=In(r) = O —
T

2

o dv=uxdrx = v:z
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1 1
/ zln(x)dr = lim xIn(x) dx
0

2 22 1
— i In(z) — =
ti%i[z n(z) 4L
1 1 , t? t?
_(?MU_Z)_Eﬁ(Em“ 4>
1

1 . 9
=5 g m (i)

Para resolver a indeterminagao 0-(—00), reescrevemos e aplicamos L’Hopital:

Int 1/t t3 t?
lim (t*Int) = lim DL EH gy /to_ = lim — = lim —— =0
t—0+ t—0t 1/Zf2 t—0t+ —2/t3 t—0t+ —2t t—0t 2
! 1
Conclusao: / zln(z)dr = 7 portanto, a integral converge.
0

1
(i) Cuidado! A fungao — néo é continua em torno do ponto x = 0. Para avaliar

x
a integral no intervalo [—1, 2], precisamos dividi-lo em duas partes, de modo
a contornar a descontinuidade e avalia-la através dos limites laterais:

D 2
/—dx—/ —dx + —d:l:—hm —dx+hm Pdaz

2 ol 2 l
1 & p—=0— ) 4 T =0t J,

Vamos analisar as componentes integrais individualmente

0 1P P
2 P 1

/ —2de lim r 2dr = lim [L} = lim [——}

1z p—0 1 p—0~ -1 ] p—0~ T]_4

q
. 1 1 1 . 1
=lm |—=—| —— =——+4+lim |- ) =00
q—0t 2 q 2 q—0t \ ¢

Ambos as componentes integrais divergem, mas bastaria que uma das com-
ponentes divergisse para que a integral completa também divergisse.

Conclusao: A integral diverge.
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Areas e volumes

12. Esboce a regiao limitada pelas curvas dadas e calcule a sua area. Decida se é mais

eficiente integrar em relacao a x ou a y.
(a) Pardbolas y = 12 — 2% e y = 22 — 6.
(b) Pardbolas horizontais x = 2y? e x = 4 + y>.

(¢) Curvas y =sinx e y = cosz no intervalo [0, 7/2].

Solution:
(a) Pardbolas y; = 12 — 22 e y, = 2% — 6.
1. Pontos de Intersegao:
12-2’=2"-6=>18=2"=>2"=9. x=143
2. Definicao das Curvas Superior e Inferior:
e y,(0) =12 — 0% = 12 (Curva Superior).
e y»(0) = 0% — 6 = —6 (Curva Inferior).
Portanto, a altura do retangulo infinitesimal ¢ h(x) = (12 — %) — (2% — 6).

3. Calculo da area:
3

A=/3 (12 — 2%) — (2* — 6)] dx:/3(12—x2—x2+6)dx:/ (18 — 22?%)

-3 -3

_ {1&@ _ 2—;31 : _ ([18(3) _ 2(?3] _ [18(—3) - 2(_33)3])
= ({54 - 2—39} - {—54 _Z (3_9)D = ([54 — 18] — [~54 + 18]) = 72
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b) Parabolas horizontais x = 212 e x = 4 + 2.
Yy Yy

1. Pontos de Intersegao:
=4+t =yt =4y =42
2. Definicao das Curvas Direita e Esquerda:

2(0)? = 0 (Esquerda).
o 1, (O) =4+ 0% = 4 (Direita).

Portanto, a largura do retangulo horizontal é (4 + y?) — (2y?).

3. Calculo da area:
a= [ las - e dy—/< ) dy = {@—ﬂ .

(o= 5] o= 55 = (B3] - [ 5]) -

Area (dy)

T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10,0 12,5 150 17.5

(c) Curvas y =sinx e y = cosx no intervalo [0, 7/2].

1. Pontos de Intersecao: Igualamos as fungoes para verificar se elas se
cruzam dentro do intervalo:

sinx = cosr = tanxr =1 = x:%
Como Z estd em [0, ﬂ, precisamos dividir a regiao em duas.
2. Definicao das Curvas Superior e Inferior:
e Intervalo [O, ﬂ sin(0) = 0 e cos(0) = 1, portanto, cosz > sinx.

) T . (T m .
e intervalo [Z, 5} sin <§> =1 e cos (§> = 0, portanto, sinxz > cos .
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3. Calculo da area: A area total é a soma das areas das duas sub-regides:
w/4 w/2
A= / (cosx —sinx) dr + / (sinx — cosx) dx
0 /4
= [sinz — (— cos :E)]g/4 + [~ cosx — sin x];rﬁ
[(sin g +cos 7) - im0+ cosO)] — [{con G +sin ) — (cos+sin 7 )]
= |(sin— + cos — | — (sin cos0)| — [(cos = +sin— ) — (cos — + sin —
4 4 2 2 4 4
2 2 2 2
= £-I—£ -0+ —=1((0+4+1)— £—l—£ = 2v2 -2~ 0,828
2 2 2 2
1.0 —— :
I
0.8 - :
0.6 )
|
0.4 1 ]
] — sin(x)
0.2 — cos(x)
Cos = Sin
0.0 Sin > Cos
—0.7 - === x=mn/4
1
T T T T T T T T
-0.25 0.00 025 050 075 100 125 150 1.75

13. Utilize o método dos Discos ou Arruelas para calcular o volume gerado pela rotacao.

(a) y =+/z, y =0, x =4 em torno do eixo x.
(b) y = 2% e y = 22 em torno do eixo x.

(c) y=2% y=28, =0 em torno do eixo y.

Solution:

(a) y = vz, y = 0, z = 4 em torno do eixo x. 1. Andlise Geométrica: A
regiao estd delimitada superiormente por y = /z e inferiormente pelo eixo
x (y =0),de z =0 até x = 4. Ao girar essa regidao em torno do eixo x,
geramos um solido macigo (sem buracos). Portanto, utilizamos o Método
dos Discos.

O volume de um disco infinitesimal é dV = 7[R(z)]* dz.

e Raio do disco: R(z) =y = +/x.

e Limites de integracao: a =0 e b= 4.

|

2. Calculo do volume:

V:/047T(\/§)2dx:7r/04xda::7r[

274

T

2

42 02

. 2):87m25,13

:W<

0
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2.0+

1.5+

1.0+

0.5

0.0

Rix)=vx
Regiao Rotacionada
== Eixo de Rotacao (X)

1 2 3 4

1 2 3 -1 Y
X mﬂt&i‘éo ) 4 72

(b) y = 2% e y = 2z em torno do eixo x.

1. Pontos de Intersegao:

P =21 = - 20=0 = 2(r—-2)=0,r=0ex =2

2. Andlise Geométrica: No intervalo [0,2], a reta y = 2z estd acima da
pardbola y = x? (teste x = 1: 2 > 1). Ao girar em torno do eixo x, a reta
gera a superficie externa e a pardbola gera a superficie interna (o buraco).
Portanto, utilizamos o Método das Arruelas.

O volume de uma arruela infinitesimal é 7([R(x)]* — [r(z)]?).

e Raio Externo (R): Distancia do eixo a curva mais afastada R(z) = 2z.

e Raio Interno (r): Distancia do eixo a curva mais préxima r(z) = 2.
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ﬁ | — Hex[ = 2}{'
5 o = it =X*

4 Regiao Rotacionada
== Eixo de Rotacao (X)

3 -
=

2
1

D - - EYEET T I S O S IR S S S S S S S O S S -
_1 -

T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
x

(c) y=a3 y=28, x =0 em torno do eixo y.

1. Analise Geométrica: A regiao estd delimitada pela curva cubica, a
reta horizontal y = 8 e o préprio eixo y (z = 0). A rotagao é em torno do
eixo y. Como a regiao encosta no eixo de rotagao, nao ha buraco central.
Usaremos o Método dos Discos com integracao em y.
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2. Inversao da Funcao: Precisamos expressar o raio iR em termos de .
3 1/3

O raio do disco na altura y é R(y) = y'/3, com 0 >y > 8

3. Calculo do volume:

81 — Rly)=y
== Eix0o de Rotacdo (Y)

6 Regido Rotacionada
> 4 -
2_
G_
-_—
—0.5 2.0
%
Vv * 1/3y2 4 s 2/3 g y@/A+1 * /3 * 3 290 967
e R e e e

14. Utilize o método das Cascas Cilindricas para calcular o volume gerado pela rotacao
(a) y=x — 2% ey =0 em torno do eixo y.
(b) y =+/z, x =0 e x =4 em torno do eixo y.

(c) y=2* y=0ez =1 em torno da reta vertical z = 2.
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Solution:

(a) y =2 — 2% e y =0 em torno do eixo y.

1. Escolha do Método: Se tentdssemos usar discos (fatias horizontais),

1+4/1-4
seria necessdrio integrar a funcao x = =V H O método das Cascas
Cilindricas nos permite integrar em z, usando a altura vertical da funcao.

2. Geometria da Casca:
dV = 2 - (raio) - (altura) - (espessura)

e Raio (r): Distancia da casca até o eixo de rotacao, portanto, r = .

e Altura (h): A altura da curva no ponto x, portanto, h =y = x — 22

|
|
0.2 1
| =
|« i »
0.1 1 I
|
= 0.0 7 -
: — Curva y =fix)
_G 1 ] e
' | Reqgiao
: == Eixo de Rotacao (x=0)
—0-27 | [ Casca Tipica
|
1

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
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(b) y=+/z, x=0e x =4 em torno do eixo y.

1. Andlise Geométrica: A regiao é delimitada pela curva y = /x, pelo
eixo y (z = 0) e pela reta vertical = 4. Assumimos que a regiao ¢ limitada
inferiormente pelo eixo x (y = 0), que é o padrao para ”drea sob a curva”
a menos que especificado o contrario. Usaremos Cascas Cilindricas para
integrar em x (verticalmente), o que é mais direto do que inverter a fungao
para x = 3? e usar discos horizontais.

2. Geometria da Casca:

e Raio (r): Distancia ao eixo de rotagao (eixo y) — r = x.

e Altura (h): Altura da curva nesse ponto — h = /z.

|
|
2.01
|
|
154 1
I -
~ ||
109 |
! ol=x — Curva y = fix)
= * ia
| Regido
0.5 - : | == Eixo de Rotacdo (x=0)
[ Casca Tipica
0.0 ' ' ; I
0 1 2 3 ¢ >
X

3. Calculo do volume:

x5/2]4 _Am
5/2 1,

V= /04 on(z)(v/x) de = 27r/04 ¥ dr = 2 {—
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(c) y=2? y=0ex=1em torno da reta vertical z = 2.

1. Analise Geométrica: A regiao estd no primeiro quadrante, delimitada
por y = 2% o eixo x (y = 0) e a reta vertical z = 1. O intervalo de integragao
em z é [0, 1]. A rotagao ocorre em torno de z = 2, que estd a direita da regiao.

2. Geometria da Casca (Eixo Deslocado):

e Altura (h): E a altura da curva no ponto z. h(z) = 22,

e Raio (r): E a distancia horizontal entre a casca (em z) e o eixo de
rotacao (em 2). Como a regiao esti em 0 <z < leoeixoéz =2 0
rajio ér =2 —x.

|

I A [e— Curva ¥= ﬂ:x} |

1.2 - RegiSo :

== Eixo de Rotacdo (x=2) |

L0 =3 casca Tipica :

- 0.8 + :

0.6 |

|

0.4 - |

|

0.2 - =2 _ I

Hx)=2 —x >

0.0 == ; : : !
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

. Calculo do volume:

1 1 203 241!
V:/ 21(2 — x)(2?) dx:27r/ (22% — %) dor =27 | = — =
0 0 3 4

0

2 1 8—3 5\ br
_2W<{§_ﬂ —0) _2W(T) _2w<ﬁ)—g~2,618
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15. Determine o volume do sélido cuja base é a regiao circular 22 + y? = 1 e as secoes
transversais perpendiculares ao eixo x sao quadrados.

Solution:

1. Analise Geométrica: O volume de um sélido definido por se¢oes transversais

b
conhecidas é dado por V' = / A(z)dx, onde A(z) é a drea da segao em zx.
e Base: Um circulo de raio 1 centrado na origem (z% + > = 1). Para um

dado z, a base se estende de y = —v/1 — 22 até y = +v1 — 22.

e Lado do Quadrado (L): O lado do quadrado ”apoia-se” na base circular.
O comprimento do lado ¢é a distancia vertical entre a parte superior e inferior
do circulo:

L(:E) = Ysup — Yinf = V1—ax?— (—\/1 —xQ) = 2\/1_71»2

e Area da Secdo (A(x)): Como as secoes sao quadrados, a drea é o lado ao

quadrado:
A(x) = [L(x)]* = (2V1 — 22)* = 4(1 — 2?)
e Limites: O circulo vai de x = —1 até x = 1.

2. Calculo do volume
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Aplicacoes de integral

3

16. Calcule o comprimento da curva y = % + 5. 1o intervalo [1,2].
x

Solution: O comprimento de arco de uma curva y = f(z) em [a, b] é dado por:
b
L= / VIF @) da

Derivar a funcgao

d (1, 1 3, 1 21
/ _ =3 ~ 1 :_2__72:___
Je) =4 (6x Tt ) Tt Ty T a2

Simplificar o termo dentro da raiz (1 + (y')?)

e (58 - (52 (5) ()3

I
—_
=+
NN
|
N | —
+
S
S| =
S
|
NN
DN | —
N
S| =
S
I
A~
o | 3,
%)
S| =
[N}
~__
(Y]

Calcular o comprimento

2 72 1 2 2 /02 2 3 1
L= Tt =) dr= T )de ="+ 2
/1\/(2+2x2) ’ /1(2+2)x [6 2
2 17t /8 1\ /1 1\ [16-3)
16 2z], \6 4 6 2) \ 12

—— Curva y = fix)
2.5 === Segmento Medido [1, 2]

T T T T T T T T T
0.50 0.75 1..00 125 150 175 2.00 2.25 2.50
X
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17. Encontre a drea da superficie gerada pela rotacao da curva y = 23, com 0 < z < 1,
em torno do eixo x.

Solution: A drea da superficie S gerada pela rotacao de uma fungao y = f(z)
em torno do eixo x é dada por:

S = / 2ry\/1 4+ [f'(x)]? dz

O termo 27y representa a circunferéncia da fatia e o termo radical representa o
comprimento de arco infinitesimal (ds).

Derivar a funcao
d

f'(x) = . (2°) = 32> = [f'(2)]* = (32°)* = 92"

Calcular a area Utilizaremos o método de integragao por partes

e Substituicao: u = 1+ 9z*.

e Diferencial: du = 36z°dx —= 23dzx = g—z

e Novos Limites:

—Sex=0 = u=1+0=1.
—Sex=1 = u=1+9=10.

36 36

1 10 du 2% (10
S:/ 27T(x3)\/1+9m4dx:27r/ Vu - ——/ u'’? du
0 1 1

s [ﬁ}lo T 2
3/2],

[uv/u]}’ = 3= (10V10 — 1V1) ~ 3,56

18 T 183
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18. Uma mola tem um comprimento natural de 20 cm, sendo necessaria uma forca de 25
N para manté-la esticada num comprimento de 30 cm. Quanto trabalho é realizado
para esticar a mola de 20 cm até 25 cm?

Solution: Pela Lei de Hooke, a forca necessaria para manter uma mola esticada
x unidades além do seu comprimento natural é F'(x) = kx. O trabalho realizado

b
¢ dado pela integral da forca: W = / kx dz.

Estado Natural
Determinar a constante da mola

o [h=20cm =0,20 m.
e [,; =30 cm = 0,30 m.

Estado Deformado 3
| F e Deformagao: z = 0,10 m.

— e Forca aplicada: F' = 25 N.

Ocm 20cm 25cm

25
F(x) =k = 25=k(0,1) = k=7 =250N/m

Y

Definir os limites de integracao

e Limite inferior (a): Comega no comprimento natural de 20cm (z = 0).

e Limite superior (b): Termina esticado com 25cm (z = 0,05).

Calcular o Trabalho

0,05 25022 0,05

W = 2502 dx = =125 [(0,05)% — 0%] = 125(0,0025) = 0,3125J

2
0 0

25 1
—— Forca F(x) =250x

Trabalho (0 a 5cm): 0.3125 )

J
L=
1

[
(%]
1

10

Forca (Newtons)

T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Deformacgao x (metros)
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19. Um tanque tem a forma de um cone circular invertido com altura de 10 m e raio da
base 4 m, e estd cheio de dgua até a altura de 8 m. Calcule o trabalho realizado para

bombear toda a dgua para a borda superior do tanque. (Considere o peso especifico
da dgua v = 9800 N/m?).

Solution: O trabalho é definido como W = / distancia - dF', onde dF' ¢é o peso
de uma fatia infinitesimal de agua.

Sistema de Coordenadas: 1;}
e Fundo do tanque: y = 0. 6
e Topo do tanque: y = 10. 4
o Nivel da dgua: 0 <y <8 2 _2_4
0
Z (m) ? 4 4

Geometria da Fatia (Disco em y):

Por semelhanca de triangulos entre o cone cheio e o cone formado pela agua no
nivel y:

raio r Raio Total R 4 2

y  Altura Total H T10 5

2
Logo, o raio da fatia na altura y é r(y) = =Y
Peso da Fatia (dF):

2 \? 4
Volume dV = n[r(y)]*dy = = (g?J) dy = %?JQ dy

Peso dF' = ~dV = 9800 - i—ggf dy = 1568my* dy

Distancia de Deslocamento:

Uma fatia que estd na altura y precisa ser elevada até a borda do tanque (y = 10)
Distancia = 10 — y

Calcular o Trabalho:

8 8 10y3 y4 8
W = / (10 — y) - (15687y?) dy = 15687r/ (10y* — y°) dy = 15687 { ]
0 0 0

3 4
1568+ (10(212) B 40496) _ 15687 <5120g3072) 1568 (20348>

O trabalho necessério é aproximadamente W ~ 3,36 x 10% Joules.
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20. Encontre as coordenadas do centréide (7, ) da regido limitada pelas curvas y = x e

y = 2 no primeiro quadrante.

rior) e g(z) (inferior) de a até b sao:

b
o Area: A= / f(x) —g(x)] dx

(chao).
Calcular a Area (A)

Calcular o momento em y (1)

Calcular o momento em y (/)

Solution: As férmulas para o centréide de uma regiao limitada por f(x) (supe-

b
M
e Momento em y: M, :/ z[f(x) — g(x)]de = 7 ="2

e Momento em x: M, :/ %([f(l’)F —[g(@))dx = y=

Definir a Regiao Intersecao: v = 2> = 2?—2 =0 = xz(x—1) = 0. Pontos
r =0ex =1 No intervalo (0,1), z > 22, logo f(z) = x (teto) e g(z) = x*

2

1 1 3 471 1
M, — — 72 — — 73 I R .
Y /OZE($ %) dx /0(:B x°) dx {3 Il,73

2

M, = /01;«@2 — (@%)?)dw = ;/@ S =3 {33 ) 965]

A

M,
A

1.0 A y=x
— y=x"2 Calcular 7
@ Centroide alcuiar @
0.8 - M, 1/12 6 1
rT=s = — = — = —
A 1/6 12 2
067 Calcular y
04 deoereerr. 7 soM._ 115 6 2
: A 1/6 15 5
A 12
0.2 O centréide é (z,7) = ( =, =
2°5
0.0 . —— . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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21. Uma particula move-se sobre uma linha reta com velocidade v(t) = ¢* — 2t — 8 m/s.
Para o intervalo de tempo 1 <t < 6:

(a) Encontre o deslocamento da particula.

(b) Encontre a distancia total percorrida.

Solution:

(a) O deslocamento (As) é a integral definida da velocidade:

6 6 13 6
As:/ v(t)dt:/(t2—2t—8)dt: [——t2—8t]
1 1 3 1

— (%3—62—8(6))—(%3—12—8(1)) = (%—36 48) (%—9)

1 27 26 36 26 10
(72-84) (3 3> ( 3> 373 3 M

O sinal de As indica que a posicao final estd a esquerda da posicao inicial.

(b) A distancia total (D) é a integral do valor absoluto da velocidade (rapidez):

D= /|v )| dt = /|t2—2t—8|dt

2—2-8=0 = (t—4)(t+2)=0.t=—2ct=4

No intervalo [1, 6], a mudanga de sinal ocorre em ¢ = 4.

e No intervalo [1,4]: v(2) =4 —4 —8 = —8 < 0. Logo, |v(t)|= —v(t).
e No intervalo [4,6]: 0(5) =25—-10—-8=7> 0. Logo, |v(t)|=v(t).
4

2 t3 2 ° t3 2 !
D= [ —(t*—2t—8)dt+ ( —2—8)dt = |5 —t* =8t — | — "8
1

(2--) - (3 -t [(5-0-2) - (3-1-)]
(

_ 216—108—144)_2<64—48—96> (1_3_24>]:—~3267m
3
15 mem y(t)=t?—-2t—8
Retrocedendo (1 a 4s)

W 10 + Avancando (4 a 6s)
E
it} 5 .
= Area = -18.00
= {Voltou 18m)
= 0 -
= Area = 14.67
> ! (Avancou 14.7m)

—10 - T T T T T T

1 2 3 4 5 6
Tempo (s)
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22. Uma barra metdlica com 2 metros de comprimento tem sua temperatura 7' (graus
Celsius) descrita pela expressao T'(z) = 40+ 20x(2 — z), onde z é a distancia medida
a partir de uma das extremidades. Calcule a temperatura média da barra.

Solution: A temperatura média T},.q de uma barra de comprimento L (de x = 0
a x = L) é dada pela integral da fun¢ao temperatura dividida pelo comprimento:

1 (L 1 /2 1 4022 202372
Toed = — T(z)dr = = 40 + 40z — 202%) dz = = |40 —
dL/o (x)a:Q/O(qu x)xQ[x+2 3,
20(2)3 160 160 320
0] = — - == = 220~ 53.33°C
) } 9 6 6 ’

—~ —T(z) =40+ 20x(2 — x
5 o @ 2=
&~ _
= T ~ 53,3°C
=}
=
)
o,
g
E(
0 0.5 1 15 2
Posigao x (m)
[ TS 0
2 metros

dP
23. Uma populacao de bactérias cresce a uma taxa de o 1000e%?" bactérias por hora.
Se a populacao inicial era de 500 bactérias, qual sera a populagao apds 5 horas?

Solution: Sabemos que a populacdo P(t) é a primitiva da taxa de crescimento.
e Substituicao: u = 0.2t

e Diferencial: du = 0.2dt = dt = du

dp
P(t)= [ —dt = [ 1000"* dt = 1000 [ €"-5du = 5000¢" + C = 5000e"*" +C
dt

Determinar a Constante C' Aplicamos a condicao inicial que em t = 0, a
populacao é P(0) = 500.

P(0) = 5000e"%° + ¢ = 500 = 5000 - ¢ + C = C = —4500
Logo, a funcao que descreve a populagao é:

P(t) = 5000¢%% — 4500
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Calcular a populagao em t =5

P(5) = 5000e™*® — 4500 = 5000e" — 4500 == 5000(2, 71828) — 4500 ~ 9091

12000 1 —— populacio de Bactérias

10000 t=5h: 9091 bacterias
8000 A
6000
4000

2000 +
nicio: 500

24. A velocidade do sangue numa artéria de raio R a uma distancia r do eixo central é
dada por v(r) = C(R? — r?), onde C' é uma constante. Calcule o fluxo sanguineo
total através da artéria.

R
F:/ 277 - o(r) dr.
0

Solution: O fluxo total é a integral do perfil da velocidade sob os anéis de érea.

R
R?r? 7’4]
0

R R
F= / 2mr - [C(R? — r?)] dr = 27TC/ (R?r —r®)dr = 2nC [ ) 1
0 0

—2:C <{R2(23)2 _ R{} —o> 90 (R_4 N R_4> oo <RZ4) _ 7CR!

1000

800

600

400

Velocidade v(r)

200 +

T T
-1.5 -1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Posicao Radial r
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25. Um estudante de linguas é capaz de memorizar vocabuldrio a uma taxa dada por
V'(t) = 15~ palavras por minuto, onde t é o tempo de estudo em minutos. Quan-
tas palavras o estudante consegue memorizar nos primeiros 30 minutos de estudo?

Solution: A variacao total na quantidade de palavras memorizadas V' entre os
instantes t = a e t = b ¢ dada pela integral definida da taxa de variacao V'(t).

—0.1¢730

30 30 . o o
Vtotalz/o V(t) dt:/o 15¢" tdt:15{ 5 1] = [=150e~""] 7

~0,1,
= (—150e"*10D) — (—=150e *19) = 150(1 — e %) ~ 142,53

O estudante consegue memorizar aproximadamente 142 palavras.

15.0 1 .

— Taxa V(t)=15e" 01t
© 12.5 1 Acumulado (0-30 min)
E -=- Fim do Estudo
£ 10.0 1 :
©
S 7.5
LY
3 5.0-

%
© 2.5 1
0.0

T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo (minutos)

Bons Estudos!!!
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Apéndice A

Formulario de Referéncia

A.1 Fundamentos de Algebra e Funcoes

Produtos Notaveis e Fatoracao
o (a+b)?=a%=+2ab+b? o a®+0 = (a+b)(a®—ab+1v?)
e a’—b?>=(a+b)(a—0) e a3 — b= (a—10b)(a®+ab+b?)

o (a+b)%=a®=+3a% + 3ab® £ °

Potenciacao e Radiciacao

o a™ " =amt" o (ab)” =a"b" o ™" = {am
.ﬂ:am—n .a—n:i O{L/a»:{l/&%
a™ am

n a/ {’L/&

° (am)n:am-n ° aozl L] g: %
Exponenciais e Logaritmos
e logya=x<b"=a e log(a-b) =loga+logb . logbazlogca
log,. b

o T =g e log(a/b) =loga —logh
e In(e®) ==z e log(a®) =klna e Inz =log, z

Formulas Geométricas

e Distancia euclidiana entre dois pontos: D = /(z2 — 1)2 + (y2 — y1)?

e Circulo (raio 7): Area = 7r?, Circunferéncia = 27r.

e Esfera (raio r): Volume = %777’3, Area de Superficie = 4712,

e Cilindro (raio r, altura h): Volume = 7r2h, Area da Superficie Lateral = 27rh.

e Cone (raio r, altura h): Volume = I7r?h.
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A.2 Identidades Trigonométricas

Quociente Reciprocas Pitagoricas
otan&:sme o cscl — 1 o sin?f +cos?0 =1
cos 6 sin 6
e tan?f + 1 = sec?d
° COtGZCOSH ® secl = 1
sin 6 cos o 1+ cot?h =csc?h

Soma e Diferenca de Dois Angulos

e sin(a + b) = sinacosb + cosasinb e sin(a —b) =sinacosb — cosasinb

e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb e cos(a —b) =cosacosb+ sinasinb
t tanb t —tanb

e tan(a+0b) = ana -+ tan e tan(a —b) = ana — tan

1 —tanatanb 1+ tanatanb

Pares Impares Angulo Duplo Angulo Médio
e sin(—f) = —sinf e sin2a = 2sinacosa ) <0> /11— cos#
e sin 3= + —3
e cos(—0) = cosb e cos2a = cos’a — sin?a
e tan(—0) = —tané e cos2a =2cos’a—1 ° cos(i):i,/l*—gos’e
e csc(—60) = —csch e cos2a=1-2sin’a
2t o tan () =4,/ L cos?
o sec(—f) = sect ° taHZQ:% "\2) ™ 14 cosf
e cot(—0) = —cotd
Soma a Produto Produto a Soma
— L 1
e sina + sinb = 2sin <a _2'— b) cos < 5 b) e sinasinb = i[cos(a —b) — cos(a + b)]
1
b S _
. sina—sinb—Qsin( )cos <a—24— ) e cosacosb 2[cos(a b) + cos(a + b)]
1
. -+ cosh— 9 a+b a—b ) sinacosb:i[sin(a—kb)%—sin(a—b)]
cosa +cosb=2cos | —— 5 1
e cosasinb = —[sin(a + b) — sin(a — b)]
e cosa —cosb = —2sin <a+b> sin <a—b> 2
2 2
Identidades Complementares
. 9 1 — cos2a 9 1+ cos2a 6 1 —cos® sin
e sin“a=—"— o cos‘a=——— e tan(- | =~ =
2 2 sin 6 1+ cosf
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A.3 Derivadas

Definicao
Quociente de Newton Derivada em torno de a
oy o L@+ h) — fz) oy o (@) — fla)
fiz) = lim o filz) = lim =——
Derivadas Notaveis
o i(c)—O e —(sinz) =cosz o —(cotx) = —csc’z
de" dz B dz B
o %(m") = pa"! o %(cos:v) = —sinz . %(arcsin:n) = \/11_71:2
d, . * d
o %(e )=¢e . %(tanx):seCQx o i(arccosm):— 11_332
d
e —(a®)=a"lna e —(secx) =secxtanz d _ 1
e dr e —(arctanx) = e
d(1\|) ! (cscx) csc x cot
o — = — ® —(CS = —CS
oz . - (esc@ scx cot x
Regras de Derivacgao
e Regra do Produto: (f-g) =f"-g+f ¢
! A Y
e Regra do Quociente: (f) = %
g g
e Regra da Cadeia: Se h(z) = f(g(z)), entao h'(z) = f'(9(z)) - ¢'(x)
1
e Fungdo Inversa: (f!)(a) = ————
¢ SR TRIO)

Diferenciagao Logaritmica: [f(x)g(‘r)]/ = f(x)?® [g’(a:) In(f(x)) + g(x) f'(z)

Aproximacgoes por Polinémios de Taylor

e Polinémio de Taylor de Grau n (em torno de = = a):

" k) (g f"(a f™(a n
Pie) =3 a0 = fa) + Fa)a—a)+ T @ o T
=0
e Polindmios de Maclaurin (a = 0):
O] f(0 (0 .
Pn(x)zz k'( )xk:f(O)—l—f’(O)-x—i- 2(! ) R n!( ) T
k=0
e Aproximagao de Fungoes Usuais
N 0 " ) e . p2n+l o N 72n
e _nZ:On! smx—g(l) 2nr1) Cosx—nz:%(l) o)l
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A.4 Integrais

Definicao

b n
* * . . _b_a
/Gf(x)— m;f(a?i)Ax onde xifAligoz Ar+a e Az= -
Integrais Notaveis
/kdx—k::c—i—C sinzdr = —cosx + C secxtanxz dr = secx + C
° g;”dx: coszdxr =sinz + C cscxcotrdr = —cscx + C

/ dx—ln]a:\—i-C'

-/
-/
(.
Jowsigre ofn

a®dr = 2 +C
Técnicas de Integracao

Ina 1+ 22

Substituicao Simples

[ Hot@ng @i = [ su)du

Integracao por Partes

LIATE: Log, Inv, Alg, Trig, Exp

sec’>zdr = tanx + C
csc?zdr = —cotx +C

dr = arctanz + C

secx dxr = In|secx + tan x|

cscxdr = —In|cscx + cot x|

g/
g/
J/
g/
[ =5 do = mesina+C

Fracoes Parciais

Integral Definida e Aplicacoes

Soma de Riemann
Esquerda: Zf(xi_l)Ax
i=1

Direita: Z f(zi)Ax

i=1
n

Ponto médio: Zf(:fz)A

i=1

Teorema Fundamental do Calculo

/a ' fla)de =

Teorema do Valor Médio

— F(a)

fmed = b

P(x) / A +/ B
Q(x) J ax+b cr+d
Substituicao Trigonométrica
o Vaz — 2?2 5 r=asinb
o VaZ+ 22— x=atanf
o V2 —a? =z =asect
. b—a
onde zi_1=a+(i—1)Azx e Az =
n
. b—a
onde x; =a+iAzx e Az =
n
. , b—
Onde jz — w e A-:U — a
2 n

Método dos Discos

b
V= / R dy

Método das Cascas Cilindricas
b
V:27r/ x- f(z)dr
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Apéndice B

Laboratorio Virtual

Sobre este capitulo

Este espaco foi projetado para ambientar o estudante ao ecossistema do Google Colab, a
infraestrutura que hospeda nosso Laboratério Virtual. Mais do que um manual técnico, este
anexo detalha como interagir com os cédigos em Python, manipular os simuladores e gerenciar
seus notebooks. Compreender esta plataforma é o que permite transformar o seu navegador em
um potente ambiente de experimentacao, eliminando as barreiras entre a abstragao teorica e a
visualizacao dinédmica do célculo diferencial e integral em uma variavel.

Competéncias e habilidades

e Alfabetizagao em Nuvem: Compreender o funcionamento do ambiente Colab, executando
notebooks diretamente no navegador sem a necessidade de instalagoes locais.

e Interatividade Paramétrica: Dominar o uso de sliders e menus dinAmicos para realizar
a investigacao de assintotas, aproximacoes e dreas complexas.

e Autonomia de Programacao: Identificar a estrutura basica da programacao matematica,
buscando autonomia para resolucao de problemas complexos.

e Gestao de Aprendizado Digital: Desenvolver o fluxo de trabalho para manter backup
e versionamento, testando melhorias em projetos escaléaveis.

Dica de Estudo: Encare este apéndice como o seu treinamento de voo antes de entrar nas
missoes de cdlculo. No Google Colab, vocé tem a liberdade de testar cendrios extremos e alterar
pardmetros sem o risco de corromper o sistema original. O poder do Python reside em automatizar
a parte repetitiva para que vocé foque na interpretacdo dos fendmenos. Lembre-se que a tecnologia
€ uma extensdo da sua visGo para tornar o infinitesimal e o infinito algo palpdvel.

B.1 Orientacoes para acesso

O Laboratoério Virtual deste livro nao reside em arquivos estaticos, ele € um organismo
vivo hospedado no GitHub, a principal plataforma de desenvolvimento colaborativo do mundo.
Para acessé-lo, vocé nao precisa instalar compiladores ou configurar varidveis de ambiente
complexas. Todo o processamento ocorre nos servidores de alto desempenho do Google através
da infraestrutura do Colab.
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O Fluxo de Acesso

Para iniciar sua jornada de experimentacao, siga estes trés passos fundamentais:

e O Repositorio Central: Acesse o endereco oficial do projeto disponivel ao final desse
capitulo, onde vocé encontrara a lista de arquivos Notebooks Jupyter organizados de forma
temética. Nessa interface é possivel visualizar o contetido de forma estatica, mas para
interagir é preciso abrir o arquivo diretamente no Google Colab.

e Acesso pelo Colab: Dentro da interface do Google Colab é possivel abrir notebooks
hospedados no GitHub diretamente, utilizando o link de acesso a pagina.

e Identificagao: Para salvar suas alteracoes e interagir com os graficos, certifique-se de estar
logado em sua Conta Google. Isso garantird que o ambiente tenha permissao para alocar
memoria e processamento para os seus célculos.

Por que usar a Nuvem?

A escolha pelo Google Colab como infraestrutura do nosso laboratério baseia-se na equidade
tecnologica. Nao importa se vocé utiliza um computador de ultima geragao ou um dispositivo
béasico, pois desde que haja acesso & internet, o tempo de processamento para simular os exemplos
serd o mesmo para todos os estudantes. Essa abordagem elimina barreiras de hardware e foca no
que realmente importa, a sua evolugao de aprendizagem.

B.2 Anatomia do Notebook

Ao abrir um laboratério no Google Colab, vocé encontrarda um documento composto por
blocos independentes chamados células. Entender a funcao de cada uma é o que permite a
transicao da leitura para a experimentagcao.

Os Dois Tipos de Células

e Células de Texto (Markdown): Contém a base tedrica, enunciados e orientagoes. Elas
funcionam como as paginas do livro e nao exigem interacao técnica.

e Células de Codigo (Python): Possuem um fundo acinzentado e contém os scripts
responsaveis por gerar os graficos, resolver equagoes e processar os simuladores.

Execugao e Conexao

Uma célula de cédigo s6 produz resultados apos ser executada. Existem duas formas principais
de realizar esse procedimento:

e Botao Play: Clique no icone » no canto superior esquerdo de cada célula de codigo.

e Atalho de Teclado: Utilize a combinagao Shift + Enter. Este comando executa a célula
atual e seleciona a préxima automaticamente, garantindo um fluxo continuo de estudo.

No canto superior direito da interface, verifique o status de Conexao. Clique em Conectar
para que o Google aloque os recursos de hardware necessérios. Sem estar conectado, o ambiente
permanece em modo de apenas leitura.
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B.3 Dinamica de Laboratorio Virtual

A principal caracteristica deste Laboratorio Virtual é a interatividade por meio de Widgets,
como barras de rolagem (sliders) e menus. Eles permitem manipular parametros matematicos
sem a necessidade de editar o codigo-fonte.

Investigacao Paramétrica

Os controles deslizantes representam varidveis criticas, como o incremento h nas derivadas ou
o nimero de divisoes n nas somas de Riemann.

e Alteragao de Valores: Ao arrastar o slider, o valor da variavel é instantaneamente
atualizado dentro da memoria, sem ter que repetir a execugao a rotina.

e Resposta Visual: O gréfico é processado em tempo real, permitindo observar fenémenos
como a convergéncia de uma area ou a inclinacdo de uma reta tangente de forma din&mica.

Resiliéncia do Ambiente

O Google Colab é um espago seguro para experimentagao. Caso uma alteragdo de parametros
resulte em erro ou travamento da imagem, basta reexecutar a célula (») ou utilizar o menu superior
em Ambiente de Execucao > Reiniciar sessao para restaurar o estado original do simulador.

Salvamento e Backup

O Google Colab funciona em uma maquina virtual temporéaria. Para que suas anotagoes,
resolugoes de exercicios e modificagbes nos cédigos sejam preservadas, é necessario integra-las ao
seu ecossistema pessoal de arquivos. Como o notebook original no GitHub é apenas para leitura,
vocé deve criar sua propria instancia de trabalho:

e Coépia no Drive: No menu superior, selecione Arquivo > Salvar uma cbépia no Drive.
Isso cria uma versao editavel na sua conta, onde as alteragoes serao salvas automaticamente.

e Download Local: Caso deseje manter uma copia fisica do seu progresso, utilize Arquivo
> Fazer download > Fazer download do .ipynb. Este arquivo pode ser reaberto em
qualquer ambiente que suporte Jupyter Notebooks.

Documentacao do Aprendizado
O Laboratorio Virtual deve ser encarado como um caderno de estudos dindmico.

e Insercao de Comentarios: Utilize o botao + Texto para adicionar suas proprias per-
cepgoes e interpretacoes entre os blocos de cédigo. Registrar o comportamento de um
fendmeno matematico é fundamental para a fixagao teorica.

e Nomenclatura: Renomeie seus arquivos de forma organizada para facilitar a localizagao
no Google Drive durante periodos de revisao.

Se deseja acessar os arquivos ou contribuir com o projeto, acesse o repositério oficial no GitHub:

https://github.com /professorpalhares/Matematica
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complementada por modelagens, resolugoes e
visualizagoes dinAmicas por meio da linguagem
Python. Este material foi concebido para for-
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para a experimentacao pratica, preparando o
leitor para as complexas demandas tecnologi-
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