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1 Equacao da reta

1.1 Equacao Geral

Teorema "A toda reta r no plano cartesiano estd associada ao menos uma
equacao da frma ax + by + ¢ = 0 em que a,b,c sao ntimeros reais, a # 0 ou b # 0,
e (z,y) representa um ponto genérico r.

z y 1
oy 1[=0
T2 Yo 1
y1 1 z T Y
x — +1 =0
Yo 1' Y1 1‘ T2 Yo

(y1 —y2) x4+ (2 — 1) y + (x1y2 — x2y1) =0
—— —— N————

a b c

ar+by+c=0

1.2 Interseccao de duas retas

Todo ponto de interseccao de duas retas tem que satisfazer as equacgoes de ambas
as retas. Portanto, obtemos o ponto comum P(zg, 1) a duas retas concorrentes
resolvendo o sistema formado pelas suas equagoes:

riayx+by+c =0
S:agxr+by+co =0
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1.3 Posicao relativa entre 2 retas

riar+ by =c
St asr + by = ¢

ai by
r XS s — — concorrentes
a2 by
3] by C1
rNs=g<& — =-—# —  paralelas
a2 by Co
aq bl C1 ..
r==s & — = — = — coincidentes

a2 by C2

Y4 Ya r Yi
A . / r
» ] d /
" / -
b =
0 X 0 § 0 5
Figura 1: Concorrentes Figura 2: Paralelas Figura 3: Coincidentes

1.4 Feixe de retas concorrentes

Feixe de retas concorrentes ¢ um conjunto de retas coplanares, concorrentes em
um tnico ponto P(xg, o). Ele fica definido por seu centro P(zg, o) ou por duas

de suas retas.

/ﬁ(alx—i—bly—i—cl) +k2(a2x—|—b2y+02) =0 (1)

onde a equacao 1 representa o feixe e os parametros k; e ko movimentam o feixe.




1.5 Feixe de retas paralelas

Feixe de retas concorrentes ¢ um conjunto de retas coplanares, todas paralelas a
uma reta dada (paralelas entre si). Ele fica definido quando conhecemos uma de

suas retas (ou sua dire¢do).

ar +by+c =0 (2)
onde a equacao 2 representa o feixe e o parametro ¢ movimenta o feixe.
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1.6 Formas da equacao da reta

Forma geral

ar+by+c=0
Forma reduzida
y=mx+q
Forma simétrica
r Yy
-4+ == 1
q
Forma paramétrica
{Zlf = f1 (t)
y = fo(t)
Exemplo
Forma paramétrica
r=3t+1
y=4t+5
Forma geral
. rz—1
-3 r—1 y-— _ B
t:y_5:> 5 = =4dr—-3y+11=0
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Forma reduzida

4 11
y=grt 5

3 3

Forma simétrica
dr —3y+11 =0

Az — 3y = —11
LR
TR T
xr—0 y—0
Tt T
1 3
2 Teoria angular
2.1 Coeficiente angular
m = tan «

Propriedades
1. se 7 é agudo, entao m > 0
2. se 17 é obtuso, entao m < 0
3. se r é nulo, entao m =0
4. se 7 é reto, entao nao se define m.

5. fornecer a inclinacao da reta é equivalente a fornecer a direcao da reta.
Dado um feixe de retas paralelas, todas tem a mesma inclinagao (direcao).
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2.2 Calculo de m

S6 é possivel calcular o coeficiente angular de uma reta quanto conhecemos pelo
menos uma das seguintes informacoes:

1. Dois pontos distintos
2. A equacao geral
3. A direcao

m= 2274 :%
To—x1 Az

onde 1 # x9 = Ax # 0.

2.3 Equagao da reta passando por P(z, )

17 | s r
Q(x, y)
P(xq: Yo)
a
al
o / »

{7“: y—yo=m(x—x)
S T = X

2.4 Condigao de paralelismo

Teorema
r//s < m, =ms

Demonstracao

r//s < ., = as & tana, = tan o, < m, = my

ar b
az by

ai az

D = 2
by by

=0«




2.5 Condicao de perpendicularismo
Teorema
rls<e mm, =—1

Demonstragao (IDA)

m
a2:a1+§

T
tan oy = tan <oq + 5)

tan g = cot (—ay)

1
tan gy = —
tan oy
tanastanag; = —1
m,ms = —1
Demonstracao (VOLTA)
mms=—-1=>m,=——=a; =0+
ms
ou seja, as retas r e s sao concorrentes.
1
m, = ——
ms
1
tana = —
tan oy
tan ap = — cot oy

T
tan o = tan (oq + 5)

s
0422051—1-5

s
Comparando a equacao 3 com a equacao 4, temos que 0 = 5 =rls.

2.6 Angulo entre 2 retas

Caso 1: uma das retas é vertical

tanf, =

1
m,



Resumo Dadas r e s, se uma delas nao tem coeficiente angular, a tangente
do angulo agudo rs ¢ o modulo do inverso do coeficiente angular da outra.

Caso 2: nenhuma das retas é vertical

mg — My
tanf, =

1+ msm,

Resumo Dadas r e s, se uma delas tem coeficiente angular, a tangente do
angulo agudo s ¢ o modulo da diferenca dos coeficientes angulares dividida por
1 somado ao produto dos coeficientes angulares.

3 Distancia de ponto e reta

3.1 Translacao do sistema

y
3% D P
i
]
D5 i : -
Oll 1 xl
| 1
I :
: ;
o 04 Py X
{m =x9+ 72
/
Y=Y +y

3.2 Distancia entre ponto e reta

{r: ar+by+cd =0
S br —ay =0

Fazendo 12 + s2, temos



(azx + by)* + (bx — ay)® = ¢

a’z? + 2abzy + b*y? + b*2? — 2abzy + a*y? = ¢
o2 (x2 +y2) 12 (xQ +y2) _ 2
(a2+b2) (m2+y2) _ 2

/2

() =
Q L a?+ b2
d2
C/Q
dor =l

Escolhendo um ponto genérico P fora da origem, temos

axg + byy + ¢
a? + b?

Finalmente, a distancia entre 2 retas é dada por

dPr -

)

c—c

drs = |—5—0
’ a? 4 b?

3.3 Area do trinangulo

Seja A = (z1,11), B = (22,y2) e C' = (x3,ys3), vertices de um triangulo.

YA A

=Y

1 |
Sorea = §base X altura = §BC x AH (5)

Para calcular a distancia BC', basta aplicar a distancia entre pontos:

BC = \/(Iz — 963)2 + (Y2 — y3)2 (6)

Para calcular a distancia AH, basta aplicar a distancia entre o ponto Aea
reta BC. Lembrando que a equacao geral de BC' é dada por:
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a b c

vy 1| =0= (yo—y3) v+ (13 — 22) y + (72y3 — T312) (7)
Ty Yo 1
AH — axy + by, +c

Va* + b

(y2 —ys3) 1 + (23 — x2) Y1 + (2y5 — T3Y2)

Ve — 1) + (5 — 25)°

T oy 1
To Yo 1
x3 Yz 1

Ve = 5)* + (23— 22)?

Substituindo 8 e 6 em 5, temos:

1 oy 1
To Yo 1
r3 Y3 1

(9)

1
Sarea — 5 \/(x2 - 1:3)2 + (yQ - 3/3)2 9 5
~ ’\/(1/2—?/3) + (23 — 22)

N J/
-

AH

BC

Simplificando 9, a area do tridngulo pode ser calculada por

1 1 % 1

Sarea == | T2 Y2 1
2

r3 ysz 1

3.4 Bissetriz dos angulos de duas retas

ar + by + ¢

axr +boy + 2|
a? + b?

a3 + b3




3.5 Rotacao do sistema

Vi
Y
PZ »———————---;op
P
- (R
4” vt
R
-” AY
Fis : \
1
P, b,
o |
1
a : )
0 Py X

xr=Xcosa—Ysina
y= Xsina+ Y cosa

Na forma matricial, temos
T | | cosa —sina X
y | | sina cosa Y
4 Circunferéncias
Definicao: Dados um ponto C, pretencente a um plano «, e uma distancia

r # 0, chama-se circunferéncia o conjunto de pontos de o que estao a distancia r
do ponto C. Podemos ainda escrever como \ = {P €alPC = r}

Yy A
P
13 S
A
0 a ;

4.1 Equacao reduzida
Pele PC=r

(z—a)’+(y—b)*=r’
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4.2 Equacao normal

562+y2—2ax—21)y—|—(a2+b2—r2):O

4.3 Identificacao

Seja uma equacao de 2° grau em x e y

Ar* + By* +Caoy+Dx+ Ey+ F =0

normalizando em torno de 22 (ou seja, dividindo a expressiao por A), encontramos
citérios objetivos para identificar se a expressao representa uma circunferéncia, e
calcular raio e centro.

4.3.1 Raio
D =-2a=>a= D termo
1= a a = 51 rmo x
FE E

4.3.2 Centro

F
—=a+ b -

A
U
F
2 2, 72
— b — =
r a” + 1
, D? E? F
e — - =
4A%2 442 A
B \/ D? + E? — 4AF
"= 12
D? + E? — 4AF
_ VD2 + (10)
2| A
4.3.3 Condicao de existéncia
A=B Condicao para ser redonda, e nao oval.
C=0 Termo xy s6 existe nas conicas.
D?* + E? —4AF >0 O raio r deve ser um nimero real.
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4.4 Ponto e circunferéncia

Seja P = (z9,90) € A: (z —a)? + (y — b)* = r?, entao:

(x —a)®*+ (y —b)* < r? & P & interno a A
(x—a)+ (y—0)?=r" & Pe)
(x —a)®+ (y — b)* > r? & P ¢é externo a A

4.5 Reta e circunferéncia

Seja s: Az + By+C=0e X: (x—a)®+ (y—b)* = r? podemos representar s
na forma reduzida e substitui-la dentro da equacao de A.

A ¢
"B B
4
(x—a)2+(—§x—%—b)2—r2:0 (11)

Como A, B, C e r sao nimeros, da equacao 11 obtemos uma expressao de
segundo grau em funcdo de y. Calculando o discriminante (A) dessa expressao,
temos as seguintes condigoes:

A <0 s ésecante a A
A =0 <5 é tangente a A
A > 0 &s é externa a A

y

e

0 %

Analogamente, podemos calcular a distancia entre a reta s e a circunferéncia
A com a seguinte expressao:

s) < T &5 € secante a A
ds)\ =

)

HAa+Bb+C
VA2 + B2

d
H = ds\ =1 &5 ¢ tangente a A
d

sA > T &5 € externa a A
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4.6 Duas circinferéncias

Seja A; i (x—a1)?+(y—b1)* =12 e Xy : (x—az)*+ (y—by)? = r3, para analisar a
posicao relativa entre 2 circunferéncias, analisamos a distancia entre seus pontos:

d= 0102 = \/(0,1 — CL2)2 + (bl — 62)2

Dessa forma, podemos ter os seguintes casos:

d > ri + re & circunferéncias exteriores

d = r1 + re & circunferéncias tangentes exteriormente

d = r| 4+ r9 & circunferéncias tangentes interiormente
|11 — 19| < d <11+ 79 & circunferéncias secantes

0 < d < |r; — re| & circunferéncia pequena dentro da grande

L d = 0 < circunferéncias concéntricas

Nos casos em que ocorre pontos de interseccao, basta colocar cada expressao
na forma geral e iguala-las, para encontrar os pontos de intersec¢io/tangéncia.

Y4 |

Py Py Cy P

ks ::_2/

o X

=
=y

Figura 4: Exteriores
Figura 5: Tangentes exteriormente

v

=
e

g B\ PG Pa

=¥

ol X o

Figura 6: Tangentes interiormente Figura 7: Secantes
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vik

P

8]

Figura 8:

=y

Caso complementar
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Figura 9: Concéntricas

=Y



