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1 Trigonometria

1.1 Razoes trigonométricas
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Portanto, podemos derivar as seguintes relacoes
sinx 1
tanx = cotx =
COS X tanx
1 1
secx = CSCT = —
CcoS T sin x



Tabela 1: Principais relagoes trigonométricas
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1.2 Adicao e subtracao de arcos

1.2.1 Seno da soma

sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa

1.2.2 Cosseno da soma

cos(a +b) = cosacosb — sinasinb

1.2.3 Seno da diferenca

sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa

Demonstragao
sin(a — b) = sin(a + (—b)) definigao
= sina cos(—b) + sin(—b) cosa seno da soma
=sinacosb + (—sinb) cos a fungoes par e impar
=sinacosb —sinbcosa U

1.2.4 Cosseno da diferenca

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

Demonstragao
cos(a — b) = cos(a + (—b)) definicao
= cosa cos(—b) + sin asin(—b) cosseno da soma
= cos a cos b+ sin a(—sin b) fungoes par e impar
= cosacosb —sinasinb O
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1.2.5 Seno do duplo arco

sin(2a) = 2 cosa cos a

Demonstragao
sin(2a) = sin(a + a) definigao
=sinacosa + sinacosa seno da soma
= 2sinacosa O

1.2.6 Cosseno do duplo arco

cos(2a) = cos®a — sin’a

Demonstragao
cos(2a) = cos(a + a) defini¢ao
= cosacosa — sinasina seno da soma
= cos?a —sina O

1.2.7 Tangente da soma

tana + tanb
t b)) = ————
an(a +b) 1 —tanatanb
Demonstracao
sin(a + b)
t b) = ——= d
an(a + b) cos(a D) expanda

sinacosb + sin b cos a

= divida por cos a.cos b

cosacosb —sinasinb
sinacosb + sinbcosa

cosacosb

= separe 0s termos

cosacosb — sinasinb

cosacosb
sinacosb sinbcosa

cosacosb  cosacosb

= simplifique

cosacosb sinasinbd

cosacosb cosacosb

tana + tanbd
1 —tanatanbd



1.2.8 Tangente da diferencga

tan(a — b)

Demonstracao Exercicio

1.2.9 Cotangente da soma

cot(a +b) =

Demonstracao FExercicio

tana — tanb

cotacotb—1
cota + cotb

1.2.10 Cotangente da diferenca

cot(a — b) =

Demonstracao

tan(a + b)

1.2.11

(

cos 2a

sin 2a

tan 2a =

\

cos(a — b)
sin(a — b)

cotacotb+1
cotb — cota

1+ tanatanbd

expanda

cosacosb +sinasinb

sinacosb — sinbcosa
cosacosb + sinasin b

sin a sin b
sinacosb — sinbcosa

divida por sin a.sin b

separe 0S termos

sinasin b

cosacosb

sina sin b

sinasin b

sinasin b

sinacosb

sinbcos a

sin a sin b

sinasin b

cotacoth+ 1

cotb — cota

cos? 2a — sin® 2a = {

sin a cos a
2tana
1 —tan?a

Funcgdes circulares de 22 ordem

cos2a = 2cos’a — 1

cos2a =1—2sin’a

simplifique

COS™ a =

sin“a =

1+ cos2a

1 — cos2a



1.2.12 Foérmulas do produto

1

sinx cosy = 5 [sin(z + y) + sin(z — y)]
1

COSTCOSY = 3 [cos(z +y) + cos(z — y)]
1

| sinzsiny = 3 [sin(z + y) — sin(z — y)]

1.3 Lei dos senos e cossenos

1.3.1 Lei dos senos

Em qualquer triangulo, o quociente entre cada lado e o seno do angulo oposto é
constante e igual & medida do diametro da circunferéncia circunscrita.

Demonstracao Os angulos A e A" determinam a mesma corda BC' na circun-
feréncia, portanto, sdo iguais. Dessa forma, o tridngulo A’ BC' é retangulo. Temos

entao:
- a a
SimMA = —=2r=——
2r sin A
Analogamente, temos:
a b c
2r

sinA sinB sinC



1.3.2 Lei dos cossenos

Em qualquer triangulo, o quadrado de um lado é igual a soma dos quadrados dos
outros dois lados menos o duplo produto desses dois lados pelo cosseno do angulo
formado por eles.
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Demonstracao Utilizando Pitagoras nos triangulos BC'D e BAD, temos as
seguintes relacoes

{a2 =n? + h? (1)
¢ =m?+ h? (2)

Lembrando que n = b — m, podemos rearranjar 2 e substituir ambos em 1.
Dessa forma, teremos:

a’ = (b—m)*+ (¢ —m?)
=0 —2m+m>+c —m

=0+ — 2bm

2

a? = b + ¢ — 2bccos A
Analogamente, podemos provar que valem as seguintes relagoes
a? = b + ¢ — 2bccos A
v =a® + ¢ — 2accos B

A =a’>+0b— 2ab cos C

1.3.3 Teorema interessante
a=bcosC + ccos B
b=acosC + ccos A

c= acosB+bcos/A1



Apéndice - Funcao par e impar

Definicao

Seja £ C R um conjunto com a seguinte propriedade de simetria em relacao a
origem:

e Uma fungao f: E — R é dita par se f(—z) = f(x)

B= (157, 1)
1 ——

‘A'éiu)

-28 -26 24 22 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -4 -02 o2 ‘o4 ols o 1 12 141 e 2 22 24 26 28
(x) = sen(x)

Bl= (-1.57,-1) -
——— 1

A= (-1,-1)

=25

flz)=Hz h(z) = a°

) \_B=(157,0)
-28 -26 -24 -22 -2 -1.8/,»1.6 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08 1 12 14 1:6\\1.5 2 22 24 26 28
~ B'=(-157,0)

-05

r(z) = cos()

k

A nomenclatura provém do fato que a fungao f(z) = 2 é impar se k é um

niimero impar e par se k € um niimero par.
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Decomposicao em funcgoes par e impar

Toda funcao f : R = R definida em um conjunto E simétrico em relacao a
origem pode ser escrita como a soma de uma funcao par e uma funcao impar:

[ (=) —2f(—l")) n (f(l’) +2f(—l’)>

F(@) = file) + fa) = (

Exemplo Seja f(x) = e, temos:

o) = (%) + (%) — sinh(z) + cosh(z)

Propriedades

e A dnica func¢do par e impar ao mesmo tempo é a fungao nula (f(z) = 0).

e Ha funcdes que nao sao nem pares nem impares.

Uma funcgao impar definida na origem é nula na origem.

A soma de duas funcoes de mesma paridade mantem essa paridade.

O produto de duas fungoes de mesma paridade é uma funcao par.

O produto de duas fungoes com paridades distintas é uma funcao impar.

A derivada de uma funcao par é uma funcao impar.

A derivada de uma funcao impar é uma funcao par.



