UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC
CURSO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

Eduardo Palhares Junior

MODELAGEM MATEMATICA E CONTROLE NAO-LINEAR DE UMA VIGA FLEXIVEL
NAO-LINEAR CONSIDERANDO ITERACAO FLUIDO-ESTRUTURA E VOO PAIRADO
(HOVERING)

Dissertacdo de Mestrado

Santo André SP
Janeiro de 2015



Eduardo Palhares Junior

MODELAGEM MATEMATICA E CONTROLE NAO-LINEAR DE UMA VIGA FLEXIVEL
NAO-LINEAR CONSIDERANDO ITERACAO FLUIDO-ESTRUTURA E VOO PAIRADO
(HOVERING)

Dissertacdo de Mestrado

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Curso de Pds-graduagdo em Engenharia Mecanica da
Universidade Federal do ABC, como requisito parcial para obten¢do do grau de Mestre em

Engenharia Mecanica.

Orientador: André Fenili
Karl Peter Burr

Santo André, SP — Brasil
Janeiro de 2015



vi

Dedicatoria.



Agradcimentos.

vii



Resumo

No presente trabalho, € investigado o modelo matemético de uma viga ndo linear com se¢do
retangular em rotacdo. Foi considerado, no modelo, curvatura linear e condi¢des de contorno
de viga livre-engastada. Para simulacdo, considera-se ainda angulo de ataque constante e as ndo
linearidades resultantes do acoplamento entre a velocidade angular do eixo de rotagdo e vibra-
cao transversal da viga. As forcas externas de arrasto e sustentacdo ao longo do comprimento
da viga foram modeladas utilizando teoria de faixas. Estas forcas sao funcdes nao lineares da
velocidade transversal da viga e da velocidade angular do eixo de rotagdo. As equagdes de go-
verno para a viga foram discretizadas no espaco utilizando-se o método das diferencas finitas.
Isso resulta em uma sistema de equacdes diferenciais para os valores nodais da discretizacao es-
pacial da viga. Esse conjunto de equagdes diferenciais € integrado numericamente no dominio

do tempo utilizando-se um método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Palavras-chave: dindmica ndo-linear, viga flexivel em rotagdo, intera¢do fluido-estrutura,

diferencas finitas, modos assumidos, Runge-Kutta
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Abstract

In this work, we investigate the mathematical model of a nonlinear beam with rectangular cross
section in rotation. It was considered, in the model, linear curvature and boundary conditions
of clamped-free. To simulation, still considered constant attack angle and the nonlinearities
resulting from the coupling between the angular velocity of the rotation axis and transverse
vibration of the beam. The external drag and lift forces along the length of the beam were
modeled as turbulent drag and potential generated by the lift force. These forces are dependent
on the speed of nonlinear excitations acting on the beam. The solution in space was obtained
from the finite difference method using 5 points, and the solution in the time from the Runge-
Kutta method of 4th order.

Keywords: nonlinear dynamics, rotating flexible beam, fluid-structure interaction, finite dif-

ferences, assumed modes, Runge-Kutta
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Introducao

Estudos sobre o comportamento dindmico de estruturas flexiveis em rotacdo representam
uma 4rea de pesquisa de grande interesse para a comunidade cientifica de todo o mundo, assim
como para as industrias que desenvolvem tecnologia, devido a ampla gama de aplicacdo dessas
estruturas nas mais diversas dreas. Os principais objetivos envolvidos nesses estudos sdo, em
geral, controle de vibracdo, projeto de estruturas mais leves € mais rapidas para aplicagdes
diversas em projetos ligados a dreas como civil, mecanica, robdtica, aeroespacial, oceadnica

dentre muitas outras. Podemos citar como alguns das principais aplicacoes:

* Manipuladores robdticos leves;
* Painéis solares ou antenas para satélites;

* P4s de helicéptero ou turbinas edlicas.

Segundo Laks et al.| (n.d.), o investimento em energia edlica mundial que em 2006 foi pré-
ximo de 18 bilhdes de dodlares, deve aumentar para 60 bilhdes em 2016. Os Estados Unidos
possuem potencial para gerar 20% de sua energia a partir de geracdo edlica, porem, utilizam
aproximadamente apenas 1%. (Cao et al. (n.d.) sugere que com o desenvolvimento de estudos
em confiabilidade, eficiéncia econdmica, e mobilidade os helicépteros modernos podem se tor-
nar os veiculos mais econdmicos, eficazes e rapidos do futuro. De fato, em um mundo cada vez
mais competitivo, novas demandas estdo constantemente exigindo mais seguranca, agilidade,
autonomia e eficdcia que estdo fortemente calcadas em aspectos como estabilidade, dindmica e

técnicas de controle.

Em geral, estruturas em rotagdao comumente utilizadas em aplicagdes reais apresentam flexi-
bilidade, devido a prépria natureza dos materiais utilizados, e a interagdo com o meio. Conlisk
(1997) discute que, essa flexibilidade incorpora ndo linearidades na dinamica do sistema, que
podem ser bastante significativas dependendo das caracteristicas estruturais e do regime de ope-
racdo. Fendmenos de natureza vibratoria decorrentes dessa flexibilidade podem, por si s0, trazer

problemas de estabilidade, mas quando acoplados com outros efeitos de dispositivos comuns



nesses tipos de sistemas, tornam a modelagem bastante complexa e instavel. Reffley and Mnich
(1986) discute a flexibilidade envolvida na modelagem individual, bem como a importancia de
realizar simplificacdes em uma primeira analise e analisar separadamente alguns desses ele-

mentos.

Talbot et al.| (1982) modela o rotor de um helicoptero assumindo as pds rigidas, onde a forca
do rotor e 0s momentos radiais sdo somados ao azimute. [Takahashi| (1990) e Hald et al.| (2006)
consideram um modelo de rotor com hastes rigidas e acoplado por dobradi¢as que permitem
movimentos de batimento, arrasto e passo, além de alguns efeitos gerados pela flexdo e tor¢do,
mas ambas as abordagens realizam linearizacdo dos modelos. Pan and Renliang (n.d.) modela
um helicéptero considerando caracteristicas de flexibilidade incluindo termos ndo lineares de
ordem superior, enquanto Laks et al. (n.d.) modela uma turbina edlica com a abordagem de

haste flexivel.

Dentre os desafios apresentados por Laks et al. (n.d.) em relagdo a eficdcia nos projetos de
controle em turbinas edlicas, podemos citar o desenvolvimento de pds inteligentes baseados em
sensores e atuadores que tenham alto nivel de confiabilidade e auséncia de fadiga. [Schubel and
Crossley (2012) comenta sobre o conflito de eficiéncia envolvendo aerofélio finos/grossos, pois
devido a questdes de custo, os fabricantes tem buscado um aumento de efici€éncia aumentando

apenas o tamanho da p4, sem se preocupar com aspectos de otimizacdo aerodinamica do perfil.

Diversos autores discutem a importancia dos modelos computacionais como primeiro passo
na compreensdo de fendmenos acoplados, bem como ferramenta de projeto de controladores.
Takahashi| (1990), Reffley and Mnich| (1986) e Conlisk (1997) apresentam as limitagdes ge-
radas pelo alto custo computacional envolvido em modelos complexos, e consequentemente
a importancia dos métodos de linearizacdo, discretizacdo e integracdo numérica eficiente para
cada regime de operagdo, pois como comentado por Pan and Renliang|(n.d.), cada regime pos-
sui efeitos cinemadticos implicitos. (Conlisk (1997) refor¢a o alto custo e risco envolvidos em
testes reais, bem como a divergéncia dos resultados experimentais obtidos nos testes em escala,
dependendo do regime de operagdo, sendo o ruido muitas vezes um fator limitante. Bielawa
(1984) realiza simulagdes em diversos rotores, com o objetivo de analisar o0 amortecimento de
vibrag@o na p4, bem como as fortes excitacOes geradas pela vibracdo do hub e os controles de
pitch. Pettersen et al.|(2005) utilizou o ambiente Simulink e pardmetros de projeto para simular
um modelo simples que correspondeu ao esperado, enquanto Hald et al. (2006) utilizando a
mesma abordagem para o estudo de voo autdonomo, porem, estendendo a analise para testes de
voo. Para garantir uma resposta mais rapida e precisa no prototipo, |[Hald et al. (2006) proje-
tou o controlador em linguagem C, e utilizou diversas ferramentas projetadas inicialmente no
ambiente de simulacao como parametros do modelo, ganhos e estimadores de estado (Filtro de

Kalmman), mas ainda assim verificou que condicoes severas de velocidade ou velocidade do



vento faziam o modelo e o caso real divergirem.

Conlisk (1997) discute a importancia de métodos de discretizacido de ordem superior asso-
ciados a regimes de grade adaptativa para reduzir o custo computacional € a0 mesmo tempo
aumentar a precisao. |(Cimen| (2008) refor¢a as vantagens de utilizacdo do método SDRE (State-
Dependent Riccati Equation), pelo fato de ser facilmente implementado junto a algoritmos com-
putacionais simples como método de Euler e Runge-Kutta. Segundo Menon and Ohlmeyer
(n.d.) a simplicidade computacional da técnica SDRE em conjunto com os atuais avangos tec-
noldgicos torna-a ideal, pois consegue operar em tempo real, como mostrado por Langson and
Alleyne| (2002) no problema de referencia nao-linear, pelos experimentos de levitagdo magné-
tica de Erdem and Alleyne (2004)), no controle de acionamento de um missel guiado de Mert-
topcuoglu et al.|(n.d.), nos testes de controle de pequenos helicpteros autobnomos de Bogdanov

and Wan|(n.d.b)), e no projeto de controle de grandes petroleiros de Cimen (2009).

Dentre as aplicagdes de SDRE em plantas reais que sdo encontradas na literatura, uma das
pioneiras foi [Innocenti et al.| (2000), que aplica a técnica em um manipulador robético para
controlar o caminho percorrido. O objetivo principal era a validacao do método em uma planta
real, mas os resultados obtidos foram muito satisfatérios quando comparados a técnicas classi-

cas como PID e outros métodos de controle de torque.

Bogdanov and Wan| (n.d.a) utiliza SDRE para controle de manobras dgeis em um pequeno
helicoptero autbnomo, mas para que o sistema responda em tempo real, é necessario que o con-
trole seja pré-alimentado. (Cloutier and Stansbery| (2001) aplica SDRE no controle do piloto
automadtico de um missil ar-ar, onde a malha externa converte leituras de angulo de ataque, gui-

nada e rolamento, atuando sobre a malha interna que controla a atitude do leme.

Chang| (2010)) utiliza o conceito de tethers para acoplar 3 satélites que sao modelados como
corpo rigido, e aplica SDRE para corrigir os erros de atitude. Singh et al.|(2008) utiliza SDRE
para controle de um pendulo invertido montando sobre uma base deslizante, que representa
uma rica classe de sistemas ndo lineares sub-atuados. Além de apresentar resultados mais sa-
tisfatérios que controladores baseados em métodos de energia, podem ser projetados dentro
das limitagdes fisicas do sistema, onde o tratamento das restricdes e das condicdes de controle
transiente € incorporado na modelagem. (Chang| (2010) e Singh et al.| (2008)) utilizaram uma

abordagem Lagrangiana para modelagem das equacdes de movimento.

Baixo amortecimento, frequéncias naturais pequenas € massas extremamente leves estao
entre as caracteristicas comuns desses sistemas que os tornam vulnerdveis a quaisquer distur-
bios externos ou mesmo internas (como manobras de giro com grandes velocidades, impactos,

interacdo com fluido, etc.). Manipuladores robéticos com tais caracteristicas sdo possiveis de



realizar, mas necessitam de atuadores menores e normalmente necessitam de um maior espago
de trabalho para alcancar os objetivos, uma vez que sdo mais finas e compridas do que as estru-

turas rigidas geralmente utilizadas para a mesma tarefa.

Ao lidar com este tipo de estruturas rotativas, a interacio entre o deslocamento angular 6,
também chamado de 4ngulo de rotagdo, e a varidvel estrutura deflexdo flexivel v(z, t), pode ser
muito importante em alguns casos, como em manobras com rotores que possuem alta velocidade
angular. A inclusdo dos efeitos de arrasto e da sustentacdo, ainda que de forma simplificada,
incorpora na dindmica do sistema a interagcdo entre a estrutura e o fluido circundante, como,
o ar ou a adgua. Esta interacdo desempenha um papel importante na compreensao de como o
fluido dissipa a energia cinética de movimento e executa trabalho no sistema, o que pode alterar

significativamente o desempenho da eficiéncia do controle.



Equacoes Governantes do Movimento

O sistema investigado consiste em uma viga flexivel engastada em cilindro rigido em ro-
tacdo. A viga pode ser representada como a primeira aproximag¢do de uma asa ou pd de uma
hélice, assim como o cilindro pode ser representado como a primeira aproximagao para o cubo
do rotor. A interacdo da estrutura com o fluido produz movimentos da estrutura e a acdo do
fluido sobre esta é representada pelas forgas de sustentagdo e arrasto. A figura[2.1|representa o

modelo geométrico do sistema a ser investigado.

Figura 2.1: viga flexivel em rotacdo interagindo com o fluido.

A tabela 1 apresenta as grandezas fisica tratadas nesse sistema, bem como as unidades de
medidas consideradas:



Simbolo Descricao Unidade

Constantes da Estrutura

mpy Massa do hub Kg
my Massa da viga Kg
Iy Momento de inércia do hub m?
E Moddulo de elasticidade do material Kg/ms*
g Aceleragdo da gravidade m/ s
p Massa especifica da viga Kg/m?
A Area da secdo transversal da viga m?
1 Comprimento da viga m
r Raio do hub m
Q@ Angulo de ataque da viga rad

Constantes do Fluido

Pf Massa especifica do fluido Kg/m?
c Corda da viga m

U Velocidade do Fluido m/s

CL Coeficiente de sustentacao -

Ch Coeficiente de arrasto -

Variaveis de Estado

h Altitude do centro de massa do hub m

h Velocidade vertical do centro de massa do hub m/s
h Aceleracdo vertical do centro de massa do hub m/ s
0 Angulo horizontal da viga rad
9 Velocidade angular horizontal da viga rad/s
0 Aceleracdo angular horizontal da viga rad/s?
v Deflexdo da viga -

v Primeira derivada espacial da deflexdo 1/m
v’ Segunda derivada espacial da deflexdo 1/m?
v Velocidade de deflexao 1/s
% Aceleragdo de deflexdo 1/s?

Podemos verificar que a aplicagdo de um torque 7' em torno do eixo z provoca deslocamento
angular 0, e temos ainda a deflexdo na viga v(x,t) devido as for¢as de arrasto e sustentagdo
geradas pelo angulo ataque «, que ird provocar uma variag¢do da altura h. Temos ainda um eixo
de inércia representado por XY Z e um eixo mével que acompanha o movimento de rotagdo,

representado por xyz.



2.1 Energia Cinética e Potencial, Lagrangeano e Trabalho
Virtual

As equacdes de governo sdo obtidas a partir do método da energia, através da aplicacdo do
Principio Extendido de Hamilton. Para tanto serd necessario escrever a energia cinética e po-
tencial de cada elemento do sistema, bem como o trabalho virtual das for¢cas externas exercidas

pelo fluido.

2.1.1 Cilindro

Segundo [Fenili et al| (2013), a energia cinética para o cilindro pode ser escrita como a

contrubuicdo da energia cinética de rotacdo e translacao

1 2 1 9
TCﬂiDdI'O = imHh + 5[}[9 2.1

A energia potencial para o cilindro pode ser descrita como a contribuicdo da forca gravita-

cional

Ve

cilindro = mugh (2.2)

2.1.2 Viga

A energia cinética para uma viga pode ser escrita como

Y
Tharra = 3 /0 pA|Ve|*dx (2.3)

Tomando um elemento de viga distante de x do cilindro de raio r, e cuja largura seja dx,
podemos descrever a posicdo do centro de massa desse elemento em relacdo a base fixa no

COrpo como

Re = (r+z)i — vsinaj + [h+ vcos o]k (2.4)

Derivando em relacdo ao tempo, temos

Re = (r+ x)i — vsinaj — vsinaj + [h + v cos alk (2.5)

onde i =0k Ai= éjef: 912/\5’2 —4i.
Substituindo e tomando o quadrado da velocidade do elemento de viga, temos

Val? = 020?sin® o + [(r + 2)0 — 0sin a]? + [0 cos a + h)? 2.6)
= 0% sin® a + 0*(r 4+ x)? — 200(r + ) sin o + b + 2h0 cos a + 0? .
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Dessa forma a energia cinética de uma viga pode ser representada como

1 Lr. ) ) . .
Toarra = EPA/O [92212 sin? a + 0%(r + z)? — 200(r + ) sina + h* + 2hv cos a + ©? | dx

2.7)
A energia poténcial da mesma viga pode ser representada como
: 1t
Vbarra = / pAg(h +vcosa)de + 5 / EI(v")*dx (2.8)
0 0
2.1.3 Lagrangiano do Sistema
O lagrangiano € definido como a diferenga entre energia cinética e a poténcial
L=T-V (2.9)
onde
T = Tiilindro T+ Tharra (2.10)
V"= Vilindro + Vbarra (2.11)

Assim o lagrangiano toma a seguinte forma

1 ) 1 . 1 Lr. . )
L= 5mHh2 + §IH92 —mpgh + EpA/ [92112 sin? a + 0*(r 4+ x)? — 200(r + ) sin «
0
!

. . 1/ "
+h? + 2h cos o + 2'}2} dx — / pAg(h + vcosa)dr — 5 / El(v )*dx
0 0

(2.12)

Podemos ainda avaliar a primeira variacao do lagrangiano

!
6L = myhdh + 1060 — mygdh + ,oA/ [9(7’ + :U)2(59 —0(r + x)sin adl
0
— O(r + z) sin ad® + hdh + © cos adh + h cos adv + 900 + 0v? sin® af (2.13)

5 E] 1 1"
+6vsin? adv — g(6h + dv cosa) — p_AU v } dx



2.1.4 Principio do Trabalho Virtual

O trabalho virtual das forcas de interacdo entre uma sec¢do da viga e o fluido pode ser mo-

delado como

Wsecio = {Esegéo + ﬁsegﬁo} {vsinadbi + [(r + 2)60 — dvusinalj + [dv cos o + 6]k}

(2.14)

no entanto, € razodavel admitir que a velocidade horizontal é muito maior do que a vertical.

Dessa forma, a for¢a de arrasto pode ser projetada apenas na dire¢ao horizontal e a forgca de
sustentagdo somente na direcdo vertical.

Podemos entdo representar o trabalho virtual gerado pelas for¢as de arrasto e sustentacao

em uma dada se¢ao como

1 1
Wsecio = §prQCCL(Oz)[(5U cosa + 0h] — épfcsin aCpU?[(r + )60 — Svsina] (2.15)

onde p; € a densidade do fluido, C(«v) € o coeficiente de sustentacdo da segdo da viga, Cp é
o coeficiente de arrasto da sec¢do da viga e c a corda (largura da secdo). A velocidade U € a

velocidade do fluido em relagdo a se¢do, e entdo podemos representar o seu quadrado por

U? = [(r+z)0 — vsinal? + [0 cos a + h]? (2.16)

Assim podemos escrever o trabalho virtual total realizado pelas forcas de arrasto e susten-

tacdo como

L
oWy :%/0 {([(r + 2)0 — 0sin o] 4 [0 cos o + h]2> (preCr(a)[6v cos a + 6h| 217

—presinaCpl(r + x)00 — dvsinal)} dz

O trabalho virtual associado ao torque 7" aplicado ao eixo de simetria do cilindro (eixo z) é
dado por

OWpr =1T60 (2.18)



Logo o trabalho virtual total € a soma do trabalho virtual associado ao torque 7' e a interacao

com o fluido, ou seja:

SW = 6W; + Wy

= %/OL { <[(7" +2)0 — vsinal? 4 [ cosa + h]2> (preCr(a)[dvcosa+ oh]  (2.19)

—pgesinaCp|(r + x)00 — dvsinal)} dx + To6

Podemos representar o trabalho virtual em termos das forcas generalizadas g, ¢, € Qg

como
L
W = Qudh + / guovdz + Qob (2.20)
0
onde
1 L ) .
Qn zépfc/ {([(r + )0 — ¥ sin a)? + [ cos a + h]2> C’L(a)} dx (2.21)
0

1 . .
W =5 ([(r + )0 — ¥sin a]® 4 [ cos a + h]2> (pgeCr(a) cosa + ppeCpsin®al)  (2.22)

L
Qo =T — %pfcsina/ {([(r +2)0 — vsinal? + [0 cos o + h}z) (r+ x)CD} dr (2.23)
0
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2.2 Principio Extendido de Hamilton

O principio extendido de Hamilton nos diz que em um dado intervalo de tempo, o balanco

entre a variagdo do Lagrangiano e a varia¢ao do trabalho virtual é nulo.

to
/ W + 6L] dt = 0 (2.24)

t1
Para realizar a integracdo da equagio (2.24) no intervalo [t1, t5] serd necessdrio aplicar uma
troca na ordem de integragcdo. Para os termos relacionados a integral no espaco, realizamos ini-
cialmente a integracdo no tempo, eliminando dessa forma a influéncia das velocidades virtuais.
Utilizaremos integragc@o por partes no termo relacionado a energia potencial da viga de modo

que possamos obter Jv.

t2 . t2 . . to . 12
/ SLdt = myhsh|'=t — / mhohdt + I6661=t2 — / T,656dt — / S
t1 t1 31

t
+ pA /Ol [9(1" +2)%60),=2 — v(r + x) sin adl) = — 9(7“ + x) sin adv ;=2
+hoh|i= 2 4 v cos adhl;=2 + h cos advl'= 2+ 0ovfi + 0v? sin® adf|!= if]
-l—,oA/ / 0(r + x)200 + i(r + x) sin adf + 6(r + ) sin adv — hoh
— i cos adh — hcos adv — v — Gv? sin® adh — 200v sin® s

. & (EI .
2, 2 _
+67v sin® adv — g(0h + dv cosar) — ) (pA ) 51}] dtdx

+/t2 Bt & (BL g
4 pAU Vle=0 T pA v

Considerando os deslocamentos virtuais nulos nos instantes ¢; € ¢

(2.25)
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e colecionando os termos que multiplicam 06, dh e v, a equacdo (2.25) pode ser reescrita como

to to . ! .
/ 6Ldt:/ {(—mHh—mHg+pA/ [—h—i}cosoz—g] dx) Sh
t1 t1 0

!
<—IH5 + ,oA/ [—é(r + )2 + 0(r + ) sin o — v? sin® @ — 2000 sin® a} dx) WY,
0
e . : & (EI .
+pA/ [(«9(7‘ +z)sina — hecosa — ¥ + 6?vsin a — gcosa — — (—v )) 5”0] d:v} dt
0

dx?
T BI ., d (EI ,
— s P+ — [ =0 ) dulEh | de
+/tl [ pA’U v]zo—i—dx(pAv) Ux0:|

Dessa forma podemos separar a equacdo (2.26) em 3 parcelas relacionadas a 46, oh e v,
e entdo, de posse das equacodes (2.21)),(2.22) e (2.23) podemos substitui-las na equacao (2.24)),

onde o lado direito da igualdade € nulo. Dessa forma, separando as parcelas referentes a 66, 6h

(2.26)

e dv, como os deslocamentos virtuais sdo arbitrarios, para garantir que cada expressio seja iden-
ticamente nula, necessariamente os termos que multiplicam os deslocamentos virtuais precisam

ser nulos. Dessa forma, as equagdes do movimento tomam a seguinte forma:

 Para a coordenada generalizada h temos:

I
(my + pAl) h 4+ (myg + pAl)g + pA/ ¥ cosadr =
0

. (2.27)

§pfc/0L {([(T +2)0 — vsinal? + [ cosa + h]Q) C’L(a)} dx

* Para a coordenada generalizada 6 temos:

! l
<]H + / [(r + x)2 + v?sin? a] dx) 0+ pA/ [—1’)(7’ + x) sin av + 200v sin? oz] dr =
0 0

1 . L A . 2 . 112
T — —pfcsma/ {([(r+$)9—vsma] + [0 cosa + h] )(r+:£)C’D}dx
2 0
(2.28)

* Para a coordenada generalizada v(x, t) temos:

. - : d> (EI .
—0(r +x)sina+ hcosa + i — *vsina+geosa+ — [ —v | =
dz? \ pA

([(7" +2)0 — vsinal? 4 [ocosa + h]2) (preCr(a) cosa + ppeCpsin® )

(2.29)
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A ultima parcela implica que

E.[ 1" ! = d EI 1" r=
— A S |52 + - (p—Av ) Sv|“Zh = 0. (2.30)

Como a viga é engastada no cilindro, temos a restricdo geométrica de que

w(0,4) = 0 2.31)

e de que

v (0,t) = 0. (2.32)

o~ . . . ’ /
As restri¢des acima fazem sentido, pois caso assumissemos que os delocamento dv e dv

fossem arbitrdrios em = = 0, para que a equagdo (2.30) seja satisfeita, teriamos que

EIv'(0,t) =0
e que

% (Elv”(o, t)) =0,

ou seja, que o momento e a forga cortante sejam nulas em x = 0, o que ndo € possivel em um

engastamento.

Na extremidade 2 = I, os deslocamento virtuais dv(l,t) e 0v'(I,t) = 0 sdo arbitrarios, de

modo que a equacao (2.30) implica que

EIv'(1,t) =0 (2.33)

e que
% (pr) =0 (2.34)

As equagdes (2.31) e (2.31)) sao condi¢des geométricas, enquanto (2.33) e (2.34) sdo as
condi¢des de contorno que seguem automaticamente do principio extendido de Hamilton via

equacao (2.30).
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2.3 Equacoes de Euler-Lagrange

Dada a equacao de Euler-Lagrange

d (0L oL

onde ¢; sdo as varidveis de interesse ou coordenadas generalizadas. Dessa forma, podemos

avaliar esse balanco para cada varidvel de forma separada, apesar de estarem relacionadas.

 Para a coordenada generalizada h temos:

d (0L\ OL
4 (%) -2 o (2.36)

Calculando as derivadas da Lagrangeana (2.12), e substituindo na equagéo (2.36)), temos

( oL l
%:—mHg—pAg/O dx
oL .1 : :
— = —pA 20 2 2.37
Y mHh+2p /0 [Ucosowl— h} dx (2.37)
d (0L . br .
\£<%> —mHh+pA/O [vcosa—l—h} dx

e finalmente, combinando (2.21)), (2.36) e (2.37), recaimos em (2.27)

I
(mu + pAl) h + (mpy + pAl)g + pA/ ¥ cos adxr =
0

%pfc/OL {([(r + x)@ —¥sina)® + [0 cosa + h]Q) CL(oz)} dx

 Para a coordenada generalizada 6 temos:

d (0L oL
a (%) TR Qo (2.38)
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Calculando as derivadas da Lagrangeana (2.12), e substituindo na equagéo (2.38), temos

( oL
%—0
aL b 1 ! N2 .9 A 2 . .
— = Iyl + =pA [291} sin” o + 20(r + z) +2@(r+x)sma] dx
00 2 0
d 8L " ! N2 « 92 g - <92 n 2 . .
i\ 20 = Iyl + pA [0@ sin” a + 200v sin® a + 0(r + z) +v(r+:v)sma] dx
\ 0

(2.39)
e finalmente, combinando (2.23)), (2.38) e (2.39), recaimos em (2.28))

! !
<]H + / [(r + 1)? + v?sin? a] dm) 0+ pA/ [—1')(7“ + ) sin a + 200v sin® oz] dr =
0 0

T — %pfcsina/OL { ([(r +2)0 — 0sina)? + [0 cosa + h]2> (r+ x)C’D} dx

* Para a coordenada generalizada v(x, t) temos:

d (0L oL

Calculando as derivadas da Lagrangeana (2.12)), que satisfazem a equacdo de Euler-
Lagrange em relacdo a varidvel v, temos

( 8_[/ ]_ t ) . 92 d2 ”"
%_5/)14/0 {20 v sin a—2gcosa—2@EIU ]d:ﬁ
oL 1 i ;
YE_Z _ ; ' 241
5 2,0A/0 [ 20(r + x) 51n0z—|—2hcosoz~|—2v] dx (2.41)
d (0L “ros . : N
Ka(%>_/)A/O [—9(7’+:€)sma+hcosoz+v} dz

e finalmente, combinando (2.22)), (2.40) e (2.41), recaimos em (2.29)

. . . d> (EI .
_0 . h .._92 .2 Bl = _
(r+az)sina+ hcosa + 0 vsin® a + gcos o + 12 (pAU )
1

SPIC <[(7" +2)0 — vsinal? + [ocosa + h]2> (Cr(@) cosa + Cpsin’® o)
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Discretizacao

Devido da complexidade envolvida no modelo proposto pelo conjunto de Equacdes Integro-
Diferenciais Parciais (2.27), (2.28)) e (2.29), decidiu-se verificar numericamente a resposta do

mesmo sob certas condi¢cdes. No entanto, para tal, os operadores de diferenciacio e integracao
devem ser aproximados por operadores discretos equivalentes, que sao descritos com detalhes

nos apéndices A, B e C.

Para a aproximacao das integrais, foi utilizado a quadratura numérica conhecida como Regra
Extendida de Simpson. Dada uma funcdo F' no intervalo 0 < x < L a integral pode ser

representada por

1 N
/ F(r)dr =Y Fjw;Ax (3.1)
0 =

l

onde w; € a fun¢do peso da quadratura e Az € o passo da malha, dado por —

Para a aproximacao das derivadas espaciais, foram utilizadas duas metodologias distintas,
com o intuito de comparar a qualidade de cada um dos métodos para esta classe de proble-
mas. Foi utilizada a metodologia de Diferencas Finitas utilizando 5 pontos e modos assumidos

utilizando somente o primeiro modo.

* Diferencas Finitas Centrada (com k = 5 n6s) :

m+k—1

A
()~ Difi= Y. (A—wl)nf(ffj + (I —j)Ax), (32)

l=m

arf
dx™

¢ Modos Assumidos (com n = 1 modo):
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fla,t) = Z O;(x)q;(t) (3.3)

Para a aproximacao das derivadas temporais, foi utilizado o metodo de Runge-Kuttade 4%, no
entanto, como o método citado resolve apenas equacgdes de 1 ordem, foi necessério transformas
nosso sistema de equagdes de segunda ordem em um sistema equivalente de primeira ordem,
utilizando o espaco de estados. Detalhes da discretizacdo e implementacdo numérica serao
discutidas nas proximas secdes, bem como no Apendice A, B, C e D.

f(@ni1) = f(zn) + ho(xn, f(2n); h) (3.4)
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3.1 Diferencas Finitas

Aplicando a Regra Extendida de Simpson (3.1)) e Diferengas Finitas (3.2)) nas equacdes do
movimento (2.27),(2.28)) e (2.29)), elas tomam a seguinte forma

 Para a coordenada generalizada h, temos:

N N

mgh + % Z {ijj [21'}]- cos o + Zh] ija:} +mpg + Z {pjAjgw;Az} =
j=1 J=1
N ) ) (3.5)
%,ofcz { [9(7" + (7 — 1)Az) — ¥;sin oz} + [@j cos a + h} } Cr(a)w;Az
j=1

 Para a coordenada generalizada 6, temos:

N

i1 j : 2 . -
Ig0 + 5 ]Z1 {PjAj [29(7" + (] - 1)Al‘) — 2(7“ + (j — 1)A$)Uj sin o
. . 2
—|—21)]2- sin® af) + 4v;0; sin’ a@] ij:U} = ——pfcz { [ + (j —1)Az) — 9;sin a]

12
+ [Dj cos a + h} } (r+(j — 1)Az)sinaCpw;Ax +T

(3.6)

* Para a coordenada generalizada v;(z, t), temos:

—G(r + (I = 1)Az) sin o + @ + cos ah — vy sin® ab? + g cos a

iv:{plAl (;E—A) 2 (D) ﬂ}:%%{[é(r+(l—1)m)—@lsina]2

w
2 1 pye 1P
+ vlcosonrh CrL(« COSOz+—— [0( +(l—1)Ax)—vlsmoz}
2 ;A

2
+ vlcosoH—h Cp(a)sin® a

coml=2,..

(3.7)
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Dessa forma, transformamos nosso conjunto de 3 Equacdes Integro-Diferenciais Parciais

em um conjunto de N+1 Equagdes Diferenciais Ordindrias. Detalhes de como as condi¢des de
contorno (2.31), (2.32)), (2.33) e (2.34)) foram incomporadas no problema podem ser verificados

no Apéndice B.

Devido a quantidade arbitraria de EDO’s que podemos utilizar na solug@o o problema, con-

forme aumentamos a discretizacao, é conveniente representa-las na forma

4 %L 3\ ( h 3\ 4 Fh 3\
0 9 F,
) ) F:
EZJR SR S U Y R SR S S
UN—_1 UN-1 Fn_y
\ @N J \ UN J FN V,

(3.8)

onde [M] é a matriz de massa do sistema, [K] a matriz de rigidez e { F'} o vetor de forcas que

possui todas os termos ndo lineares. Entdo, os elementos nio nulos das matrizes [M], [K] e

{F} s@o

* Matriz de Massa [M |

M1,1 =mpg + m,

M1’j+1 = ijjijZE COS «v; ] = 2, e N
N N
Mo = Iy + Z piA;(r + (j — 1)Az)*w; Az + Z p; Ajv3 sin® aw; Ax

j=1 j=1
My 1 = —pjA;(r+ (7 — 1)Az)sinow,;Ax; j=2,...,N
M1 = pjAjcosawjAx; j=2,...,N
M0 =—pjA;(r+ (j —1)Az)sinaw;Az; j=2,...,N
M1 1 = pjAjwAz; j=2,... N.

* Matriz de Rigidez [K]

N
0
Ki+1,j+1 = Z %(Dﬁvm)(E])]w]Ax, m,n = 2, ey N,
i1 n

1=
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Vetor de Forgas { F'}

1 (. 2 12
Fy =mpg +m,g — §pfcz { [0(7‘ +(j — 1)Az) — ¥;sin oz} + [1')]- cos a + h} } Cr(a)wjAz

j=1
(3.17)
N .
F9 = Z {ijAjijjl'}j} Sin2 abAx
j=1
+ épfcjzl {[ (r+(—1)Azx) — vjsmoz] + |:UjCOSO[+ ] }
(r+(j — DAz)sinaCpw;Ax —T (3.18)
F, = — plAjw Az [vl sin? af? — g cos a}
1 . 2 .72
— 5Pic { [9(7“ + (I —1)Az) — 0 sin Oé} + [i)l cos a + h} }
(Cr(@)cosa+ Cpsin® o) wAz; 1 =2,...,N (3.19)
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3.2 Modos Assumidos

Dada a forma geral (3.1)), podemos definir o produto entre 2 modos ortogonais como

En: zn: ®,0; =0 (3.20)

i=1 j=1
mas como utilizaremos n = 1, ou seja, apenas o primeiro modo normal, entdo 7 = j e podemos

negligenciar o somatorio pois

> ;=0 (3.21)

ou ainda, utilizando (3.21)) em (3.20)), temos que

1

1
DY 80 = 0,05 = @7 (3.22)

i=1 j=1

1 n
que pode ser extendido para o caso P

Aplicando o Método dos Modos Assumidos (3.3) nas equacdes do movimento (2.27)),(2.28)

e (2.29), elas tomam a seguinte forma

 Para a coordenada generalizada h, temos:

l
(myg + pAl) h+ (my + pAl)g + pA/ GP; cos adr =
0

3.23
. (3.23)

épr/OL { <[(7“ + 2)®,;0 — ¢, sin o] + [§P; cos a + h]2> CL(a)} dx

* Para a coordenada generalizada 6, temos:

!
<]H + / [(r + x)Q@? + q2CI>§ sin? a] dx) 0
0
!
+ pA / [—éj@j(r +2)®;sina + 204P;qP; sin® a} dx =
0

1 L ) )
T — 5PsC sina/ {([(r +2)®,60 — ¢, sina)® + [¢P; cos a + h]2> (r+ a:)(I)jCD} dx
0
(3.24)
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* Para a coordenada generalizada v(z, t), temos:

! 2
. . . d ET 4,
pA/ {—H(r—l—x)@j sina + heosa + §®; — 62qP; sin® a + g cos a + ) (—Av >] dr =
0 L=\ P

1

l
Epfc/o <[(r +2)®,;60 — @, sina]® + [¢P; cos a + h]Q) (Cr(@) cosa + Cpsin®al) dz

(3.25)

Para realizar a compatibilidade entre as equagdes, é necessdrio ainda multiplicar (3.23) por
um modo ortogonal. Dessa forma, expandindo os termos quadraticos, utilizando relagdes trigo-

nométricas, separando cada integral e colocando as constantes para fora, podemos reescrever as

equagoes (3.23)), (3.24) e (3.25) como

 Para a coordenada generalizada h, temos:

!
(mu + pAl) h+ (mpu + pAl)g + pAc'jcosa/ Q;dr =
0

1 gl l _ l
5PsC {02 / (r+2)*®%dx + ¢ / ®2dx — 204 sina/ (r+ ) ®5dx (3.26)
0 0 0

l
+ h? 4 24 cos® ah/ iyd:n} Cy(a)
0

 Para a coordenada generalizada 6, temos:

! !
(]H + / (r + 2)*®3dx + ¢ sin® a/ @?dw) 6
0 0
! . !
— pAj sina/ (r + x)®;dx + 2pAbgq sin® a/ @?dw =

0 0

1 gl l _ I

T— 5PsC {62 / (r+2)°®%dx + ¢ / (r+ 2)®}dx — 204 sina/ (r+2)*®3da
0 0 0

l l
+ h? / (r + x)®;dx + 24 cos® ah/ (r+ x)@?dm} Cp(a)sina
0 0
(3.27)
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* Para a coordenada generalizada v;(z, t), temos:

l

I I
— pAb sina/ (r + x)@f + pAh cos&/ Q;dr + pA(_'j/ @?dm
0 0 0

! l l
: El
+ pAf?qsin® a/ @?dx + g cos a/ O;dx + pAqa?—A ,dr =
0 0 P Jo

(3.28)

1 ol ! . !
SPsC {92 / (r+ m)Qi)?dm +¢? / @?dw — 204 Sina/ (r+ x)@?dm
0 0 0

! I
+h? / ®;dx + 24 cos® ah/ @?dx} (Cr(@) cosa + Cpsin® a)
0 0

Dessa forma, transformamos nosso conjunto de 3 Equagdes Integro-Diferenciais Parciais
para um conjunto de 3 Equagdes Diferenciais Parciais. Detalhes a cerca das integrais e de como
as condicdes de contorno (2.31)), (2.32), (2.33) e (2.34) foram incomporadas no problema po-
dem ser verificados no Apéndice C.

Escrevendo o sistema na forma matricial

My 0 Mg h 00 0 h Fy
0 My Moy 6 »+10 0 0 0 »+<{ F, »=0 (3.29)
Mg, Msy Mss q 0 0 Kz q F,

onde [M] é a matriz de massa do sistema, [K] a matriz de rigidez e {F'} o vetor de forcas que

possui todas os termos ndo lineares. Entdo, os elementos ndo nulos das matrizes [M], [K] e
{F} sdo
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* Matriz de Massa [

My =mg +m, (3.30)

L
Ml’gz/ p;A;® cos aw; Az (3.31)
1

L L
Moy = Iy +/ pjAi(r+(j — 1)Ax)2q)2ijx + / ijjq?CDZ sin? aw; Az (3.32)
1 1

L
Mz = —/ piA;(r+ (j — 1)Az)?*®*sin aw; Ax (3.33)
1
L
Ms 4 :/ p;A;® cos aw; Az (3.34)
1
L
M372 = —/ pJA]<T + (j — I)A.T)Qq)Q sin ozijx (335)
1
L
Ms3 = / p;A;@%w; Az (3.36)
1

* Matriz de Rigidez [K]

L
K33 = / pjatA;® (3.37)
1

onde a; € a frequéncia natural da viga engastada livre, como descrito no Apéndice C
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* Vetor de Forcas {F'}

Fh =mpgg + Mmyg

1 L. )
- §pfc/ {02(r + (j — DAZ)*®* — 20 sina(r + (j — 1)Az)D* + 79
1
+ 2¢h cos a® + h2} Cr(a)w;Az (3.38)

L
Fy :/ {2p;A;w;q;4;} sin® af A
1
L
+ %pr/ {92(7“ +(j — D)Az)®% — 20§ sina(r + (j — 1)Az)?®° + G+ (j—-1e°
1
+ 2ghcos a(r + (j — 1)Az)®* + h*(r + (j — 1)Ax)<I>} sinaCp(a)w;Az —T

(3.39)
L .
F=— / piA; [q sin® af*®? — g cos o@] w;Ax
1

1 L. . o » '
prc/l {@2(r +(j — 1)Ax)2q>3 — 20¢sin a(r + (j — 1)Ax)(1>3 4 qf@?’—l—

2h cos a®? + hQCD} (Cr(@) cosa + Cp(a)sin® a) w;Az (3.40)
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3.3 Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta de 4 Ordem Explicito € um método largamente utilizado na so-
lucdo de problemas de valor inicial, porém, como ele ¢ um método que faz aproximacdes de

derivadas de 1 ordem.

Como estamos lidando com um conjunto de equagdes diferenciais parciais de 2 ordem, e
as derivadas temporais de segunda ordem todas as varidveis de estado aparecem em todas as
equacgodes, temos entdo um sistema acoplado. Dessa forma, foi necessdrio realizar uma transfor-

macao para que o sistema original seja tratado por EDO’s de 1 ordem desacopladas.

3.3.1 Desacoplando o Sistema

Como a representacdo das varidveis de estado depende da discretizacdo utilizada, vamos
introduzir uma notagdo utilizando varidveis generalizadas. Dessa forma, (3.8) e (3.29) podem

Ser reescritas como

My - My 51 Ky o Ky S1 Fy
A S R Dbl 1 =0 (34D
My - My 8 Kj Kjj 5 £

onde j representa o nimero de estados presentes, [M]; ; e [K]; ; representam respectivamente
as matrizes de massa e rigidez do sistema, 51, ..., 5; representam a segunda derivada tempo-
ral de cada estado generalizado (ou ainda, um vetor de “aceleracdo generalizada™), s, ..., s;
representam cada estado generalizado (analogamente, um vetor de “posi¢cdo generalizada™) e

{F}; é o vetor de forcas generalizado.

Para desacoplar o sistema, devemos entdo isolar o vetor 5

51 My - Mlj Kyo--- Klj S1 Fy
: = T - R : — : (3.42)
5 My - My, Ky Ky 5 £
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3.3.2 Forma de Estados

Podemos representar (3.41) em termos de vetores mais completos, através da seguinte re-

presentacao:

1 0
0 Mn
0 0
0 M

0 0
0 My
1 0

0 M

Fazendo a seguinte mudanca de varidveis

podemos derivar (3.43)

e combinando (3.43), (3.44) e (3.43), podemo

T

T

Toj—1

xzj

1 0
0 Mn
0O 0
0 M
)
Kll
K;

/

1

T2

Toj—1

) B
S1 Ky 0
Do b
51 0 O
Sj ) Kj O
3\ (
A S1
X2 51
Toj—1 Sj
L2j ) . 54
. ) ( .
X1 S1
To S1
Ztgj_l Sj
25 ) [ i
S escrever
1 -1
0 0
0 M,
1 0
0 Mj;
0 0
Ky 0
0 -1
Kj;; 0

LUQj

(3.44)

(3.45)

(3.46)




Dessa forma, o sistema de j equagdes diferenciais de 2 ordem foi reduzido a um sistema de

2j equagdes diferenciais de 1, sendo possivel aplicar o método de Runge-Kutta para aproximar
as derivadas de 1 ordem.

( ) r 11
X1 0 0
) 0 M11 0 Mlj
Igj_l 0 0 1 0
L I‘QJ ) i 0 Mjl 0 M]] i
[0 -1 0 0 | 0 N o )
KH 0 Klj 0 1 F1 0 0 0 i)
- o
0 0 0 —1 0 0 1'2]‘_1
Kﬂ 0 ij 0 i L j 0 i L Loy )
(3.47)
ou, finalmente
/ \ r 71-1 r T 7
T 0 0 O 0 -1 0O 0 T
T2 0 M11 0 Mlj KH - % 0 Klg 0 )
l’2]_1 0 0 1 0 0 0 —1 1‘2]_1
L jfgj J | O Mj 0 ij i i Kjl — % O ij O 1\ ZL’Qj
Podemos entdo representar o sistema da forma
T = AT (3.48)
onde
p— -— _1 - —
0 0 0 -1 0 O
0 My 0 M, Kyn—-8 0 Ky 0
A=— :
0 0 0 0 0 0 -1
0 M 0 My, Kp—2 0 K; 0
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Projeto do Controlador

Com o objetivo de controlar a resposta do sistema, foi projetada uma lei de controle para
realimentar o sistema de forma dinamica. Utilizando a notag@o generalizada do capitulo 3.3,

podemos representar o sistema submetido a uma lei de controle como

§= A5+ Bi 4.1)
onde
— __1 — —
0 0 0 -1 0 0
0 My, 0 My Kn—£ 0 Ki 0
A= : : — : : 4.2)
0 0 0 0 0 0 -1
0 My 0 M | | Kp—-11 0 Kj; 0 |
— _71 —
1 0 1 0 1 0 1 0 000000 0 0
0 My; 0 My 0 My 0 My 010000 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 000000 0 0
0 My, 0 My 0 Mo 0 My, 000100 0 0
B=|1 0 1 0 1 0 1 0 000000 0 0
0 My, 0 My, 0 Mss 0 Ms; 000000 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 00 0 0 0
0 Mjy 0 Mj 0 M 0 M 0 0

4.3)
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( )

Ui
Us

<y
I

: “4.4)
Usj—1
Ugj

\ /

A lei de controle « foi projetada a partir do método SDRE, onde

u=—R'(s)B"(s)Ps 4.5)

as matrizes P e () sdo os ganhos do controlador e a matriz P é obtida atravéz da solugdo da

equacao de Ricatti

P(s)A(s) + AT(s)P(s) + Q(s) — P(s)B(s)R_1(s)BT(s)P(s) = 0 (4.6)

O controle foi projetado para levar o sistema para uma altitude e um angulo de referéncia

pré-determinado, dessa forma, o controle atua somente sobre as varidaveis h e 6.

Utilizando os seguintes parametros de simulacio
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Parametro Valor Unidade
Constantes da Estrutura
I 1,2358.1010 m?
E 2,1.101 Pa
g 9,81 m/s?
) 7860 Kg/m?
A 9,7500.107° m?
L 1 m
r 0.1 m
Constantes do Fluido
pf 1.184 Kg/m?
c 0.025 m
Cr, 2mo -
Cp 1.28sin av -
Diferencas Finitas
N 12 -
Modos Assumidos
ay 1,8780 -
Runge-Kutta
n 100000 -
10 S
e as seguintes condi¢des iniciais
Parametro Valor Unidade
Condicdes Iniciais
h 0 m
h 0 m/s
0 100
0 0 rad/s
v(x) —0.0630 cos « m
0(x) 0 m/s

) 2 . . ~
onde v(z) = Le2ard (—%xQ + Lg% — ix‘*), foram realizadas simula¢des comparando a res-
posta do sistema frente a diferentes valores de ganho, velocidades de referencia e angulos de
ataque. Os ganhos utilizados para o controlador foram obtidos a partir de diversas simulacoes,

buscando uma resposta eficiente e fisicamente coerente.
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4.1 Resposta do Sistema para Diferentes Valores de Ganho

Para avaliar o efeito do ganho na dinamica do sistema, foi fixada uma velocidade de refe-

réncia de 50rad/s, um angulo de ataque de 5° e uma matriz de ganho R

R =200

o O O O O =

o O

o O O o —= O

0

o O O = O O
o O = O O O

o = O O O O

0

_ o O O O O

o O O o o O

1
0

o O O o o O

0

1

e entdo realizadas simulacdes para 2 conjuntos de ganhos Q diferentes.

[ 100 0
0 25
0 0
0 0
0,=100| 0 0
0 0
0
0
c
[ 100 0
0 25
0 0
0 0
Q,=1000| 0 0
0 0

0

o oo O o O

o O O O

25000

5
0

o O O o o O
o O O o o O

0
2500

o O O o o O
o O O o o O

) 0
0 25000

4.7)

(4.8)

4.9)

Os graficos apresentados a seguir referem-se a simulacdo da resposta do sistema, sob efeito

da lei de controle wu.
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Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)

1B I

uttimo né da viga (m)
o
=
T

o
=

tempo (s)

Figura 4.1: Resposta do dltimo né para o = 5 - Q1(continuo) vs Q2(tracejado)

Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

|
0 0 20 30 40 Eil &0 0 a0 0 100
tempo (s)

Figura 4.2: Resposta de h para o = 5 - Q1(continuo) vs Q2(tracejado)
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dhict {mis)

8

Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

Figura 4.3: Resposta de h para a = 5 - Ql(continuo) vs Q2(tracejado)

<10 Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

D/\ | | | | | | |

0 0 20 30 40 Eil &0 0 a0 0
tempo (s)

Figura 4.4: Resposta de # para o = 5 - Q1(continuo) vs Q2(tracejado)
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Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (rermelha)
4 I I
i
I
o
™y A
|
60 \
\
1
\
A = s ——
y T P I o o, = — =
\ AR S, e LT e FEEsy =
~ 5, -
0 L L 1 | L L L I |
0 10 20 an 40 Ei] 1] 70 a a0 100
terpa (s)

Figura 4.5: Resposta de 0 para a = 5 - Ql(continuo) vs Q2(tracejado)

Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

.
i
———F=———7"

e

Torque de cantrole sm & (.}
o

30 40 Eil
tempo (s)

Figura 4.6: Forga de controle em 6 para o = 5 - Q1(continuo) vs Q2(tracejado)
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Dos gréficos apresentados podemos notar que, enquanto o sistema converge para os ganhos
(22, para os ganhos ()1, apesar de lenta, temos divergéncia. Além disso, msm analisando apenas
um conjunto de ganhos € possivel notar uma diferenca expressiva entre as respostas por cada

uma das técnicas de discretizacgao.

Analisando a resposta com ()1, enquanto o método de diferengas finitas mostra uma diver-
géncia extremamente lenta, podendo ser tratada quase como estabilidade marginal, o método de
modos assumidos diverge rapidamente e de forma bastante abrupta. J4 com relacdo a resposta
com ()5, mesmo as duas solugdes convergindo, podemos notar que a convergencia é muito mais
rdpida e eficiente para a discretizacao via diferengas finitas, pois a aproximacdo via modos as-
sumidos é muito sensivel ao efeito das ndo-linearidades. Podemos concluir que mesmo que os
ganhos projetados a partir da abordagem via modos assumidos sejam satisfatorios, eles serdo

super-estimados e ndo representariam uma solug¢ao otimizada.
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4.2 Resposta do Sistema para Diferentes Valores de Veloci-

dade e Angulo de A
Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assuridas (vermelho)
E T T T

001 |

<002 - b
003 _
£
2 oo -
-

-0.05 ]

i
008 -
a07 =
[ | | | | | | | |
o 10 20 30 A0 50 B0 o a0 a0 100

Figura 4.7: Resposta do ultimo né para o« = 0 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)

Difetengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)
0
I I I

)
R
30— \ = |
b
£ R
= )
40 [— \‘\ el
\\
¥
pN
sl \\\\ =
50 s o
70 | | | | .Tb‘k:b{:\?‘*b‘?!‘ff?—w—»f—v_yz —
o 10 20 30 a0 50 B0 7 80 a0 100
tempo ()
Figura 4.8: Resposta de h para a« = 0 - 50rad/s(continuo) vs 8Orad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

dhfct {rmis)

b
“Ih ! \ ! I | I | I ! il
a 10 20 30 40 &0 [z} 70 a0 a0 100
tempa (5)
Figura 4.9: Resposta de h para o« = 0 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
w1t Diferengas Finitas (azul) v Modos Assumidos (vermelho)
T T T
i2p o el
- |
cir =
2 i)
1 _
0 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 B0 7n 80 a0 100
tempn (s}
Figura 4.10: Resposta de ¢ para « = 0 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)

100 H =

% EUW -
0 | | | | L | | | |
a 10 20 30 40 temig y [z} 70 =il a0 100
Figura 4.11: Resposta de 9 para « = 0 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)

Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

200 —

Torque de centrale em g (N.m)

“i‘*l""r-‘ﬂ?%iﬁ“‘ S 7 7

0 0 20 30 40 0 &0 70 a0 0 100
tempo (s)

Figura 4.12: Forca de controle em 6 para o = 0 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)

Para o caso o = 0, podemos notar que para cada método de discretizacdo, as respostas
em altitude e vibracdo coincidem independente da velocidade, pois os efeitos do fluido sdao
nulos para sustentacdo. Os efeitos da sustentacdo e arrasto se tornam significativos quando

aumentamos o angulo de ataque, sendo possivel notar sua influéncia, bem como a influéncia da
velocidade.
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Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

ultimo né da viga (m)

| | | | | |
40 Eil &0 0 a0 0 100
tempo (s)

Figura 4.13: Resposta do dltimo n6 para o = 1 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)

Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)

h (m)

tempo (s)

Figura 4.14: Resposta de h para @« = 1 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)

40



Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

W T T T

dhfct {rmis)

L

a 10 20 30 40 &0 [z} 70 a0 a0 100
tempa (5)
Figura 4.15: Resposta de h para @« = 1 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
w1t Diferengas Finitas (azul) v Modos Assumidos (vermelho)
T T T
i2p o el
- |
@:3_ o
2 i)
1 _
0 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 B0 7n 80 a0 100
tempn (s}
Figura 4.16: Resposta de ¢ para @« = 1 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)

100 [+ =

@
5
!
!
W

devet (radis)

0 | | | | L | | | |
0 0 20 30 40 0 &0 70 a0 0 100
tempo (s)

Figura 4.17: Resposta de 0 para « = 1 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)

Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

200

Torque de centrale em g (N.m)

S0k -
1
[ === e T T
! i 5 U ] w
i
I
\

o f t t t t t t t

0 0 0 0 10 &0 &0 70 &0 50 [
tempo (3)

Figura 4.18: Forca de controle em # para o = 1 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
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ultimo né da viga (m)

Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

20 30 40 Eil &0 0 a0 0 100
tempo (s)

Figura 4.19: Resposta do ltimo n6 para o = 2 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)

Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)

T | ———— 17—

0 20 EY] 40 50 60 70 a0 0 100
tempo (s)

Figura 4.20: Resposta de h para o =

100rad/s(trago-ponto)

2 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
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Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

i I

dhfet {rmrs)

’ a 10 20 30 40 &0 [z} 70 a0 a0 TDD
tempa (5)
Figura 4.21: Resposta de h para a« = 2 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
w1t Diferengas Finitas (azul) v Modos Assumidos (vermelho)
T T T
i2p o el
- |
@:3_ o
2 i)
1 _
0 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 B0 7n 80 a0 100
tempn (s}
Figura 4.22: Resposta de ¢ para @« = 2 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)
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Figura 4.23: Resposta
100rad/s(trago-ponto)

de 0 para «

2 - 50rad/s(continuo)

Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

vs 80rad/s(tracejado) vs

200

Torque de centrale em g (N.m)

\
0 &0 70
tempo (s)

100

Figura 4.24: Forca de controle em 6 para o = 2 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)

i ili‘} L
hh:
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Figura 4.25: Resposta do dltimo n6 para o = 3 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)

Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)

\ P e e T

h (m)

o 1o 20 30 40 tgmiz - B0 7o a0 a0 TEIEI
Figura 4.26: Resposta de h para « = 3 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

. \ \ \

dhfct {rmis)

a0 100

tempo (s)

Figura 4.27: Resposta de h para @« = 3 - 5S0rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)

Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)

%10

| | | | | | | | |
0

0 0 20 EY] 40 50 60 70 a0 0 100
tempo (s)

Figura 4.28: Resposta de ¢ para « = 3 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
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Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)

100

devet (radis)

| | | |

Figura 4.29: Resposta de 0 para o

100rad/s(trago-ponto)

40 0 &0 70
tempo (s)

= 3 - 50rad/s(continuo)

Diferengas Finitas (azul) vs Modos Assumidos (vermelho)
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vs 80rad/s(tracejado) vs
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Figura 4.30: Forca de controle em # para o = 3 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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ultimo né da viga (m)

Diferengas Finitas (azul) ve Modos Assumidos (vermelho)
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Figura 4.31: Resposta do dltimo n6 para o = 4 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
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Figura 4.32: Resposta de h para « = 4 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
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Figura 4.33: Resposta de h para « = 4 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
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Figura 4.34: Resposta de ¢ para @« = 4 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
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Figura 4.36: Forca de controle em 6 para o = 4 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Figura 4.37: Resposta do dltimo n6 para o = 5 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Figura 4.39: Resposta de h para o =

5 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs
100rad/s(trago-ponto)
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Figura 4.40: Resposta de ¢ para « = 5 - 50rad/s(continuo)

vs 80rad/s(tracejado) vs
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Figura 4.42: Forca de controle em # para o = 5 - 50rad/s(continuo) vs 80rad/s(tracejado) vs

100rad/s(trago-ponto)
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Solug e via Diferengas Finitas

deflexio da viga (m)

comprimento da viga ()

tempo (s)

Figura 4.43: Evolucao temporal da viga paraa =5 e 6 = 100rad /s

A influéncia da discretizagdo € bastante nitida mesmo no caso com angulo de ataque nulo,
no entando, conforme aumentamos « € a velocidade, as nao-linearidades se tornam cada vez
mais significativas, fazendo com que a diferenca entre os métodos se torne cada vez mais reele-

vante.

A partir dos graficos de h, € possivel perceber que para cada angulo de ataque escolhido
(desde que o > 0), existe uma velocidade minima na qual a sustentacdo gerada, equilibre a

forga peso e evite que o sistema comece a cair.

Para o caso representado na figura seria necessdrio utilizar outro modelo de viga nao-

linear, pois 0 modelo de viga linear é valido apenas para deflexdo menor que 20%.

Foram encontrados conjuntos de ganho que fornecem uma convergéncia mais rapida, no
entanto, ndo faziam sentido real considerando o tempo de resposta dos dispositivos disponiveis.
Além disso, esse conjunto de ganhos tem mais influéncia sobre o regime permanente, ou seja,
para otmizar de fato a resposta seria necessario complementar a técnica de modo a agir sobre o

transitorio.
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Conclusoes

No presente trabalho € proposto um modelo dindmico de uma viga flexivel engastada, re-
presentando uma asa sob a influéncia de forcas aerodinamicas de arrasto e sustentacdo. As
equacgdes foram obtidas através do método de energia, utilizando o principio estendido de Ha-
milton e as equagdes de Euler-Lagrange, produzindo um sistema deterministico de equagdes

diferenciais parciais ndo-lineares acopladas.

Este sistema de equacdes, embora possua hipéteses simplificadoras, considera os processos
fisicos fundamentais da dindmica de uma viga flexivel em rotacdo, considerando sua interagao
com o fluido em que estd imerso, onde as forcas de arrasto e de sustentacdo sao modeladas
como potenciais derivados de forcas. A finalidade é de desenvolver um modelo de intera-
cdo fluido-estrutura que contém as caracteristicas fisicas fundamentais do problema, mas, ao

mesmo tempo, podem ser resolvidos utilizando técnicas numéricas simples.

A discretizacdo das integrais foi feita a partir da regra extendida de Simpson, a discretiza-
cdo espacial da viga flexivel foi feita a partir do método de diferencas finitas utilizando cinco
pontos e do método dos modos assumidos utilizando o primeiro modo da viga engastada-livre,
e o tempo foi discretizado atravéz do Runge-Kutta de 4 ordem explicito. No discretizacdo via
diferencas finitas, as condi¢des de contorno do problema foram incorporadas atravez da inser-
cdo de nds virtuais, enquanto na discretizagdo via modos assumidos as condi¢des de contorno

aparecem naturalmente da escolha do modo .

No método das diferencas o dominio de integracao ¢ dividido em varios pontos e a equacao
¢ integrada diretamente em cada ponto, para compor a solucao final, sendo a qualidade da solu-
cao fun¢do da quantidade de pontos em que seu dominio € dividido. J4 no método dos modos
assumidos, assume-se que a solu¢do € um produto de uma func¢do ordindria espacial por uma
func¢ao ordindria temporal, sendo a qualidade da solu¢do fun¢do de quanto o modo escolhido re-
presenta seu problema, bem como a quantidade de modos escolhidos para aproximar a solugdo.

Como foi escolhido apenas o primeiro modo para a viga engastada-livre estatica, € esperado
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que a solucdo via modos assumidos ndo represente exatamente o sistema, ou seja, € desejado
avaliar o quanto ele consegue representar o sistema, em diferentes situacdes, comparando com
diferencas finitas que integra diretamente sem utilizar aproximacdes. Dessa forma, é possivel

notar que:

» Existem ganhos que convergem para discretizacao via diferencas finitas e divergem para

solucdo via modos assumidos.

* As respostas obtidas a partir do método dos modos assumidos sdo superestimados, em

relacdo ao método de diferencas finitas.

» Para o = 0 a resposta do sistema independe da velocidade, pois os efeitos gerados pelo

fluido sdo nulos para sustentacao.

* O erro entre os dois métodos cresce conforme aumentamos o angulo de ataque e a velo-

cidade, devido ao aumento das nio linearidades.

* Para cada valor de angulo de ataque, existe uma velocidade minima para que a sustentacao

equilibre o peso.

* Para os casos em que a deflexdo da viga seja superior a 20% é necessario utilizar a teoria

de viga ndo-linear.

As simula¢des para o modelo completo com controle mostram a robustez da técnica SDRE,
pois mesmo quando submetido a nao linearidades muito significativas, o sistema foi controlado
de forma bastante eficiente. Apesar do método de modos assumidos carregar muitos erros em
relacdo a diferencas finitas, o controle foi capaz de tornar a dindmica estdvel mesmo quando os
erros envolvidos na aproximacado dos coeficientes de sustentagcdo e arrasto eram extremos, por

conta do grande angulo de ataque proposto.

Para trabalhos futuros sera feita uma analise de estabilidade do sistema, buscando encontrar
ganhos otimizados, bem como trabalhar na parte transiente da resposta, utilizando a equacgdo
diferencial de Ricatti. Além disso, serd proposto um perfil aerodindmico afim de substituir o
perfil de placa plana, para tornar os efeitos de escoamento e interacdo fluido-estrutura mais pro-

ximos de um modelo real.

A partir da estimagdo de parametros do sistema, espera-se encontrar uma representacao fiel

da dindmica de um rotor e entdo aplicar a técnica de controle proposta, em um protétipo real.
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Apéndice A - Regra de Simpson Extendida

Para resolver as equacdes, foi necessario aproximar os operadores de integracdo através de

uma quadratura numérica. A regra de quadratura escolhida foi a Regra de Simpson Extentida

/g%+1 f(x)dx :% [fr+a(fot+ fat oot fon) £2(fs + f5+ o+ fan-1) + fontd]

1 n(Ax)> @)
T Q)
(A.1)

com erro de truncamento de O(Az?).

A discretizacdo utilizada transforma uma integral continua de uma dada fun¢do, em um

somatorio discreto da mesma

1 N
/ F(z)dx = Z FywjAz (A.2)
com 0s seguintes pesos
1
w1 —g
4 :
wzj =7 paraj =1,...,(N=1)/2
(A.3)
2 :
Waj1 =7 para ] =1,...,(N=1)/2—-1
1
wy ==
M3

Note que NV no caso da regra de Simpson extendida deve ser um niimero inteiro impar.
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Apéndice B - Diferencas Finitas

Uma das maneiras escolhidas para resolver o sistema de equagdes proposto, foi aproximar os
operadores de diferenciacdo no deslocamento por operadores de diferencas finitas. Dessa forma
foi necessdrio realizar uma discretizacao da estrutura, que é apresentada esquematicamente na

figura 2?:

Figura B.1: discretizacdo espacial da viga.

onde o n6 x; representa todos os nos internos da estrutura, que dependentem do grau de refina-
mento que necessitamos para a malha. Para realizar a aproximagdo da enésima derivada em um

né x;, utilizando informag@o de k nds vizinhos, podemos utilizar a seguinte relagdo

dnf . m+k—1 Al .
() ~ D = ; (g @+ (1= D)) (B.1)

onde A; sdo os pesos utilizados na féormula de diferengas finitas, que depende do valor de k,
do valor de n, do valor de m e do valor de j, e a férmula utilizada € a de diferencas centradas.
Como estamos lidando com derivadas de quarta ordem, serd necessdrio utilizar 5 pontos da

malha para aproximar a derivada em cada ponto, onde o erro de truncamento é da ordem OhS.
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B.1 Diferenca Centrada e Condicoes de Contorno

Podemos representar a equacgio na forma de diferengas centradas, com uma notacdo

menos geral, mas mais conveniente para esta abordagem.

o*v(x;,t)  wv(w; 4 2h,t) — 4v(x; + h,t) + 6v(z;,t) — 4v(x; — ht) + v(x; — 2h,1)

Ox? h*

(B.2)
ou ainda
84U(xj, t) _ Vj42 — 4Uj+1 + 6Uj — 4’Uj71 + Vj—2 (B 3)
oz h4 '
No entando, utilizando diferencas centradas, temos problemas nos nds das pontas (x1, xo,

Tn_1 € Ty), pois neles ndo temos nds vizinhos suficientes para utilizar a relagio (B.3)). Dessa
forma vamos considerar nds virtuais, e utilizar as condi¢des de contorno do problema para

escreve-los de forma explicita e encontrar os pesos da regra de diferenciacdo.

B.1.1 Né i

Da condig¢ado de deslocamento nulo no engaste, temos

v(zy,t) =0 (B.4)
ou seja, a solucao trivial satisfaz esse ponto

O*v(zy, 1)

o =0 (B.5)

B.1.2 NO 2,

Utilizando a equagdo para o n6 x5, temos:

O*v(xa,t)  v(xo +2h,t) — dv(xs + h,t) + 6v(22,t) — 4v(xy — h,t) + v(xo — 2R, t)

oxt h*
(B.6)
mas o ponto xy — 2h estd fora do intervalo.
Da condig¢ao de rota¢do nula no engaste, temos
0 t
Qolaa ) _ (B.7)
Ox
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Podemos aproximar a derivada no ponto x; pela diferenca centrada utilizando 3 pontos

v(zy + h,t) —v(zy — h,t)

=0 B.8
o (B.8)
que, devido ao passo h constante, pode ser reescrito como
h,t) — — 2h,t
v(@1 + h,t) — v(zs ) —0 (B.9)
2h
ou seja
v(zy + hyt) = v(zy — 2h,t) (B.10)

Dessa forma, podemos denotar a quarta derivada em relagdo ao n6 o como

(g, t —4 —4
0 ?8(;34, ) _ (%) V3 —;;471)2 U1 (Bll)

B.1.3 No6zy_

Utilizando a equag@o (B.2) para o n6é zy_;, temos:

Mv(zy_1,t)  v(zy_1+2h,t) —dv(zy_y + h,t) + 6v(zn_1,t) —dv(zn_1 — h,t) +v(zy_1 — 2h,t)

ox?t ha
(B.12)
mas o ponto x_1 + 2h estd fora do intervalo.
Da condi¢do de momento fletor nulo no ultimo nd, temos
D*v(xy,t)
——2=0 B.13
92 (B.13)

Podemos aproximar a segunda derivada no ponto x pela diferenca centrada utilizando 3

pontos

v(zy + ht) = 2v(zN,t) + v(xy — h,t)

® =0 (B.14)
que, devido ao passo h constante, pode ser reescrito como
- 2h,t) — 2 t — h,t
U(l‘N 1 + ) ) 2(2']:]\[’ ) + U(‘/L‘5 ) ) — 0 (B]S)
ou seja
v(xy_1+2h,t) =2v(zy,t) —v(zNn — h,t) (B.16)
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Dessa forma, podemos denotar a quarta derivada em relagdo ao n6 zy_; como

Pv(en1t) _ 20w+ 501 —4ow-s + Un-g (B.17)
Ozt h*

B.14 N() TN

Utilizando a equagdo (B.2) para o n6 z v, temos:

O'v(zn,t)  v(wy +2h,t) —dv(zy + h,t) + 6v(zy,t) — dv(zy — h,t) + v(zy — 2h,1)
oxt ha

(B.18)
onde o ponto zy + h pode ser substituido pela relagdo obtida em (B.I6). Mas ainda assim, o

ponto xx_1 + 2h estd fora do intervalo.

Da condig¢do de esforco cortante nulo no ultimo né, temos

Pu(xy,t)
——==0 B.19
9 (B.19)
Podemos aproximar a terceira derivada no ponto x pela diferenca centrada utilizando 5
pontos
v(xy + 2h,t) — 2v(xy + h,t) + 2v(zny — h,t) —v(zn — 2h,t) _0 (B.20)
2h3
ou seja
v(xy + 2h,t) = 2v(xy + h,t) — 2v(zy — h,t) + v(zy — 2h,t) (B.21)
Substituindo em (B.2T)), temos
v(xy + 2h,t) = v(zn,t) — dv(zy — h,t) + 2v(xy — 2h,t) (B.22)

Dessa forma, podemos denotar a quarta derivada em relagdo ao né xy como

84U(ZEN7t) . 2UN - 4UN_1 + 2’UN_2

oxt h*

(B.23)
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B.2 Coeficientes de Diferencas Finitas Centrada

Reunindo os coeficientes obtidos nas formas (B.3), (B.3), (B.1T)), (B.17) e (B.23]), podemos

reescrever em uma notacao mais geral os operadores de diferentas finitas para cada nd, para as

condicdes de contorno do nosso problema.

%(ngl) - { 0 para p=1,2,3,4,5 (B.24)
(4 para p=1
7 para p=2
(%(Dévj) = —4 para p=3 (B.25)
1 para p=4
( 0 para p=25
(1 para p=j—2
9 —4 para p=j—1
a—vp(D?jvj) = 6 para p=j (B.26)
—4 para p=j+1
( 1 para p=7+2
(0 para p=N —4
1 para p=N-3
%(ngj) =< —4 para p=N —2 (B.27)
5 para p=N—1
(| —2 para p=N
(0 para p=N —4
0 para p=N —3
a%D(Dg‘;vj) = 2 para p=N —2 (B.28)
—4 para p=N—1
2 para p=N
( Dgf(ﬂfl) =0
Dif(xs) = @l —Afi +Tfo—4fs+ fa }
Dif(z,) = el fio—4fia+6f;—4fp+ fi2 (B.29)
Dif(zy_1) = @{ vz —4fno+5fn1—2fn  }
Dsf(zy) = ﬁ{ 2fN—2—4fn-1+2fN }
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Apéndice C - Modos Assumidos

Uma das maneiras escolhidas para resolver o sistema de equacgdes proposto, foi utilizar o
método dos modos assumidos para transformar as EDP’s em EDO’s. Considera-se que a fungao
de interesse, que a priori € funcdo de varias varidveis, pode ser escrita como produtos de funcdes
que s6 dependem de uma unica varidvel cada. Dessa forma, os termos referentes a viga serdo

expandidos da seguinte forma

n

v, t) =) &(x)q(t) (C.1)

j=1
onde ®; s6 depende do deslocamento e g; s6 depende do tempo. ®; sdo os modos normais, que

para o nosso problema sao os modos da uma viga engastada-livre
®; = cosh(ajz) — cos(ajzr) — oj(sinh(a;z) — sin(a;z)) (C.2)
onde

_cosh(a;l) + cosh(a,l)

- C3
“ sinh(a;l) + sin(a,l) (3

e a; representa as frequencias naturais de vibracdo da viga. Como foi utilizado somente um
modo neste trabalho, utilizatemos somente a; = 1.8780. Vale ressaltar que o modo escolhido

satisfaz as condi¢des de contorno do problema.

®;(0) =0 (C.4)
®.(0) =0 (C.5)
@ (1) =0 (C.6)
/(1) =0 (C.7)

(C.8)
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Ao aplicar o metodo dos modos assumidos e expandir as equagdes (2.27), (2.28) e (2.29),

aparecem diversas integrais dos modos e seus respectivos produtos com com outras varidveis.

Dessa forma, as equacdes a seguir representam a solucdo dessas integrais e serao uteis para nas

seguintes equacdes (3.23), (3.26) e (3.27):

/0 O(z)dx = —% [a cos(ax) + a cosh(ax) + sin(az) — sinh(ax)]

l
/0 ®*(z)dr = % [— (® — 1) sin(2az) + o” sinh(2az) + 4 (a® — 1) cos(az) sinh(az)

—4sin(ax) ((o” + 1) cosh(az) — 2asinh(az)) + 2a cos(2az) — 2a cosh(2az)
+4az + sinh(2ax)]

I
/ ®*(2)dr = ﬁ [5 (30 — 1) sin(3az) + 5o (@ — 3) cos(3az) + 5 (3a* + 1) sinh(3az)
0

—5 (@® + 3) (9a cosh(azx) + a cosh(3ax) — 9sinh(ax))

+18 cos(2az) ((1 — 5a°) sinh(az) + o (o* 4 3) cosh(ax))

+9 cos(ax) (—a (o — 3) (2cosh(2ax) — 5) — 4sinh(2az))

+36sin(2az) (o (o® — 2) sinh(az) + cosh(az))

+9sin(az) (5 (o — 3) + 4 (o® + 2) sinh(2az) — 2 (50° + 1) cosh(2az))]

/o (r 4+ z)®(x)dx = % [sin(az)(a — a(r + z)) + cos(az)(—(ac(r + x) + 1))

+sinh(az)(a(r + x) + ) — cosh(az)(aa(r + x) + 1)]

/o (r+2)®(x)*dz = 8—22 [4a°z(2r + z) — 2sin(2az) (a (o — 1) (r + z) + @)

+ cos(2az) (—a® + daa(r + z) + 1) + 2sinh(2az) (a (0 + 1) (r + z) + @)

— cosh(2az) (o® + 4aa(r + z) + 1) + 8 cos(az) sinh(az) (a (o — 1) (r + z) + )
+8cosh(az) (—sin(az) (a (a® +1) (r + z) + @) — ® cos(az))

+8sin(ax) sinh(az)(2aa(r + x) + 1)]
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/Ol(r+x)(1>3(m)dm -

/Ol(r + )02 (x)dr —

9002 25 cos(3az) (3 (a (@ = 3) (r+z) +a) — 1)

+25sin(3az) (—a® + 3a (30 — 1) (r + z) + 3a)

+25 (27 (o + 3) sinh(az)(a(r + z) + a) — 27 (a® 4 3) cosh(az)(aa(r + z) + 1)
—cosh(3az) (3a (a (@ +3) (r+z) + a) + 1)

+sinh(3az) (¢’ + 3a (30> + 1) (r + ) + 3a))

+54 cos(2az) (cosh(az) (5 (a (o + 3) (r + z) + a) + 3)

+sinh(az) (30 — 5a (5 — 1) (r + z) — 11a))

+27 cos(az) (—4 sinh(2az) (—2a° + 5a(r + z) + ) + 25 (® — 3) (aa(r + z) + 1)
+2 cosh(2az) (—5a” — 5a (a” — 3) a(r + ) + 3))

+108sin(2ax) (cosh(az) (—2a° + 5a(r + =) — «)

+sinh(az) (5o (a (@ = 2) (r +2) + a) — 2))

+27sin(az) (25 (a® = 3) (a(r + z) — @)

+4sinh(2az) (5a (a (a® +2) (r + ) + @) +2)

—2cosh(2az) (3a® + 5a (5a” + 1) (r + z) + 11a)) ]

18 [Sa?’x (37"2 + 3rx + IQ)

—3sin(2az) (2a* (¢ — 1) (r + 2)* — & + daa(r + z) + 1)
+3sinh(2az) (2a* (& + 1) (r + 2)* + o® + daa(r + z))

+24 cos(az) sinh(az) (a® (@ — 1) (r + 2)* + &* + 2aa(r + z) + 1)
+24 cosh(az) (—sin(az) (a® (¢® + 1) (r + 2)* — & + 2aa(r + z) + 1)
—2a cos(azx)(aa(r +x) + 1))

+6 cos(2az) (a(r + z) (—a® + 2aa(r + z) + 1) — «)

—6 cosh(2az) (a(r + ) (a® + 2ac(r + z) + 1) + a)

+48a(r 4+ x) sin(ax) sinh(az)(ac(r + ) + 1) 4+ 3sinh(2az)]
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/Ol(r +2)°%(w)da =

L
13500a3

125sin(3az) (9a® (3¢” — 1) (r + z)* — 6 — 6ac (a” — 3) (r + z) + 2)

+125 (sinh(3az) (9a” (30® + 1) (r + 2)* + 60° + 6ac (a® + 3) (r + z) + 2)

— cosh(3ax) (9a2a (Oz2 +3) (r+2)* 420 (a®+3) +6a (30> + 1) (r + )
+81 (a® + 3) sinh 7"+x)( (r+x)+2a) + 2)

—81 (&® + 3) cosh(az)(a(r + z)(ac(r + ) + 2) + 2cv))

+81 sin(ax) (4 smh(2ax) (25a°a (a® +2) (r + ) + 2a (o® + 12)

+10a (50” + 2) (r + z))

—2cosh(2az) (25a® (5a” + 1) (r + z)? + 30a” + 10ac (30* 4 11) (r + z) + 22)
+125 (a® = 3) (a(r + z)(a(r + z) — 2a) — 2))

+125 cos(3azx) (—2a° + 9a® (a® = 3) a(r + )* + 6a (3a® — 1) (r + x) + 6a)
+162 cos(2az) (sinh(az) (—25a° (5% — 1) (r + )* + 300

+10aa (3a® — 11) (r + z) — 22)

+ cosh(az) (—220° + 25a° (o® 4 3) a(r + 2)* + 10a (50° + 3) (r + z) + 14a))
—81 cos(azx) (4sinh(2az) (25a*(r + z)* — 200” — 10ac (2a” — 1) (r + z) + 2)
+2 cosh(2az) (220”4 25a® (a® — 3) a(r + z)* + 10a (5a® — 3) (r + z) + 14a)
—125 (a® = 3) (a(r + z)(ac(r + z) + 2) — 2a))

+3245sin(2ax) (cosh(az) (25a*(r + z)* — 20a® — 10aa (20* 4+ 1) (r + z) — 2)
+sinh(az) (20”4 250* (o® — 2) a(r + 2)* + 10a (50 — 2) (r + x) + 240)) ]
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1
13500004

—50625¢"* (a(r + z)(a(r + z)(a(r + ) — 3) + 6) — 6) (&* + 3) (a — 1)
—625e 2 (3a(r 4+ z)(3a(r + z)(a(r + x) + 1) +2) +2)(a + 1)*

+625¢%% (—2i + 3a(r + z)(3a(r + z)(i + a(r + ) — 2))(—i + a)®

+625¢3%(2i + 3a(r + 2)(3a(r + z)(—i + a(r + ) — 2))(i + a)?
—50625¢~“*(a(r + z)(a(r + z)(a(r + z) + 3) +6) + 6)(a + 1) (o® + 3)
+81e ™" (i + ) (€2**(24 + 7i) (a(1l + 2i)(r + z) (a*(4 + 3i)(r + x)
—(3+46i)a(r +x) +6i) +6) (a — 1)* — (24 — Ti) ...

e (@249 (r+x)(a2+ i) (r +2) (a2 +0)(r+2) +3)+6) +6)(a+ 1)
+625(6i + a(r + z)(a(r + z)(=3i + a(r + z)) — 6)) (a* — 3))

+81e" (e**(7 + 244)((2 + i)a(r + z)(a(2 + i) (r + z)((2 + i)a(r + z) — 3)

+6) — 6)(ia + 1) (o — 1)°

+e72 (24 + Ti) (o + 1)*(ic + 1) . ...

(604 (2—=1)a(r +x)(6i + (1 4+ 2i)a(r + z)(a(2 —9)(r + ) + 3)))

+625(—6i + a(r + z)(a(r + 2)(3i + a(r + z)) — 6))(—i + @) (¢ — 3))
+162e*** (—i + a)?((—144ia + 5a(r + x)(5a(r + x)(12ia + 5a(r + 2)(2i + a)
—9) — 6(2i + 11a)) — 42) cosh(ax) + (6(24i + Ta)

—5ia(r + )(66i — 12a + 5a(r + x)(9ia + ba(r + x)(—i + 2a) + 12))) sinh(ax))
+162e~ 2 (j 4+ o) ((144ic + Sa(r + x)(12i — 66a + 5a(r + ) ...

oo (=126 + 5a(r + x)(—2i + o) — 9)) — 42) cosh(ax)

+(6(—24i + 7o) + ba(r + z)(—12ia + 5a(r + 2)(12 + 9a + Sia(r + z)(i + 2a))
+66)) sinh(ax))]

/o (r+z)*®3(2)dx [—625¢*** (3a(r + z)(3a(r + z)(a(r + ) — 1) +2) — 2)(a — 1)°

71



Apéndice D - Runge-Kutta de 42 Ordem

Para resolver as equagdes, foi necessario aproximar os operadores de derivacdo temporal
por um método niimerico que resolvesse problemas de valor inicial. O método escolhido foi o
Runge-Kutta de 4* ordem explicito, que estima a derivada no préximo instante a partir da incli-
nacao da fung¢@o no instante atual, utilizando para isso a informac¢ao de pontos adjacentes. Dada
uma fun¢do f(z) com k derivadas continuas no intervalo [a, 2|, podemos expandi-la usando a

férmula de Taylor como

— —_ a)k _ A \k+1
fa) = 1@+ @ T+t @S e oo
onde ¢ € [a, x].
Dada a forma geral do metodo
f(@n41) = f(@n) + ho(n, f(24); 1) (D.0)
podemos reescrever (D) como
f(«rn+1> = f(ZL’n) + é (/{31 + 2]{52 + 2/{33 + k?4) (DO)
onde
ky = hf( xn"—%h ; f($n)+%/€1 )
ks = hf( wat3h , flza)+ 5k )
ky = hf( zo+h  f(o,)+ks )
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Tomando k = 4 em (D), temos

h? h3 h4 ) 5
f(@ng1) = f(zn) + hf/(xn) + gyn@jn) + gy///@n) + Zyw@n) + ﬁyv(c) (D.0)

, 5
e finalmente comparando @ e @), vemos que o erro € da ordem de y”(c)%
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Apéndice E - Codigo em Matlab

Para realizar a implementagdo numérica do problema, devido a grande quantidade de es-
truturas, apesar de muitas serem simples, o conjunto ficou complexo. Dessa forma, optou-se

porquebrar o problema em vdrias partes menores, tornando possivel testar cada parte isolada-
mente.

E.1 Rotina Principal - executa as outras rotinas

clc
clear all

close all

tic

[v0,k,passo,n,tempo,Q,R,mh,mv,E, Ih,L,r,alpha,N,delta,p,A,w,wl, zeta,beta, ...
lambda, gama, epsolon,mi, sigma, tau,psi,pf,CL,CD,qg,c,v,vp,h,hp,theta, ...
thetap, TSDRE, x1,x2,x3,x4,x5,x6, TamSDRE] = dados;

% Discretizacgdao via diferencas finitas
] = M(mh,mv,Ih,r,alpha,N,delta,p,A,w);
] = K(E,Ih,N,delta,w);

[
[
[F] = F(mh,mv,alpha,N,delta,p,A,w,qg);

R =

[

% Runge-Kutta com discretizacado via diferencgas finitas
[tempo, h, hp, theta, thetap, v, vp, TSDRE] = RK(Q,R,passo,n, tempo, r,alpha,N, ...
delta,p,A,w,pf,CL,CD,T,q9,c,v,vp,h,hp,theta,thetap,M,K,F, TSDRE) ;

[)

% Discretizacdo via modos assumidos

[Mam] = Mam(mh,mv, Ih,alpha,p,A,beta,mi, gama, zeta) ;
[Kam] = Kam(p,A,wl,zeta);
[Fam] = Fam(mh,mv,alpha,p,A, zeta,qg);
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[

% Runge—Kutta com discretizagdo via modos assumidos

[tempo, x1,x2,x3,x4,x5,x6, TamSDRE] = RKam(Q,R,passo,n, tempo, alpha,p, A,
zeta, beta, lambda, gama, epsolon,mi, sigma, tau,psi, pf,CL,CD,qg,c,x1l,x2, ...
x3,x4,x5,x6,Mam, Kam, Fam, TamSDRE) ;

toc

E.2 Rotina dados - carrega as condicoes iniciais e de con-

torno do problema

function [vO0,k,passo,n,tempo,Q,R,mh,mv,E,Ih,L,r,alpha,N,delta,p,A,w,wl, ...
zeta, beta, lambda, gama, epsolon,mi, sigma, tau,psi,pf,CL,CD,qg,c,v,Vvp, h,
hp, theta, thetap, TSDRE, x1,x2,x3,x4,x5,x6, TamSDRE] = dados

vO0 = input ('Deflexdo Inicial da Viga'); % v0=1] é a linha eldastica
tempototal = input ('Tempo'); % tempo de integracao
perfil = input ('Perfil Theta'); % perfis de referencia
alphaO = input ('Perfil alpha'); % angulo de ataque inicial
vel = input ('Velocidade'); % velocidade inicial

k =5 ; % 5 nés utilizados para aproxima cada né

passo = 0.001 ; % intervalo de integracdao no tempo

n = tempototal/passo; % numero de iteracdes no tempo

o\

GANHOS DO CONTROLADOR

Q = 1000%«[100,25000,100,1000,5,2507];

R = [100,100,100,100,1,171;

% CONSTANTES DA ESTRUTURA/FLUIDO

base = 0.025 ; % largura

altura = basex0.12%(1.3) ; % espessura

E = 2.1x10"11 ; % aco

Th = ((altura”3) *base)/12 ; % momento de inércia

r = 0.1 ; % raio do hub

L =1 ; % comprimento da viga

N = 12 ; % numero de nds

delta = L/ (N-1) ; % distancia entre os nods
P = 7860*ones (N, 1) ; % densidade do acgo

pf = 1.184 ; % densidade do fluido

A = basexalturaxones (N,1); % area da secdo transversal
mv = p(l,1)*A(1,1)*L ; % massa da viga
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mh =1 HES
g = 9.8 HE
¢} = base HE
alpha = alphaOx(pi/180) ;%
CL = 2+pixalpha HES
CD = 1.28%sin (alpha) HES

massa do hub

aceleracao da gravidade
corda aerodinamica

angulo de ataque
coeficiente de sustentacao

coeficiente de arrasto

% PESOS DO OPERADOR INTEGRAL 1/3 Simpson

for 7 = 1:N
if 3==11] 3 =N
w(j,1) = 1/3;
end
if § >= 2 & j <= N-1
if mod(j,2) ==1
w(j,1) = 4/3;
end
if mod(j,2) == 0
w(j, 1) = 2/3;
end
end

end

% COEFICIENTE MODOS ASSUMIDOS

all = 1.8780;

al = 1.8780/L;

wl = ( allL”2 )xsqrt( ExIh/( p(1,1)
X = 0:0.00001:L ;

alfa = ( cosh(all) + cos(all) ) /
phi = x.*( cosh(alxx) — cos(alxx)
zeta = 0.784871;

beta = 1.004640;

lambda = 1.487920;

gama = 0.648644;

epsolon = 0.910690;

mi = 0.849728;

sigma = 1.412110;

tau = 1.363920;

psi = 1.336020;

% CONDICOES INICIAIS

[)

% variavel tempo

tempo (1) = 0;

*A(1,1)~( L4 ) ) ) ;
( sinh(allL) + sin(alL) ) ;
— alfax( sinh(al*x) - sin(al=*x)
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% variaveis da discretizacdo via diferencas finitas

h (1) = 0;
hp (1) = 0;
theta(l) = 100%(pi/180);
thetap(l) = 0;

for j = 1:N

v(j,1) = v0x((g*cos(alpha)x*p(1l,1)*A(1,1))/(ExIh))*...

( —((L"2)/4)*(((J-1)+delta)"2)
(1/24) = (((j-1) xdelta) ~4));

vp(j,1) = 0x((g*cos(alpha)x*p(l,1)*A(1,1))/(ExIh))*...

( —((L"2)/2)x((3-1) xdelta)
(1/6 )+ (((J-1)+delta)"3));

end

[

( —((L"2)/4)«(L"2) + (L/6)~*(L"3)

x1 (1) = 0;

x2 (1) = 0;

x3(1) = 100*(pi/180);
x4 (1) = 0;

x5 (1)

X6 (1) =

L

+ (L/2) % (L"2)

$ PERFIS THETA DE REFERENCIA

for i = 1:n

tempo (i+l) =

if perfil ==
U(l,i+1)

end

if perfil ==
U(l,i+1)

end

if perfil ==
U(l,i+1)

end

if perfil ==
U(l,i+1)

end

if perfil ==
U(l,i+1)

end

if perfil ==

tempo (i) + passo ;

w

cos (2xpi* (i/n));

cos (20*pi* (i/n));

+ (L/6)*(((j—1)~*delta)"3)

+ (L/2)*(((j-1) xdelta)"2)

% varidveis da discretizacdo via modos assumidos

= v0* ((g*cos (alpha)*p(1,1)*A(1,1))/ (ExIh))*...

(1/24) % (L™4));

(1/6

cos (2xpi* (i/n) ) (1/n);

(i/n)~(-1i/n);
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end

TSDRE =
TamSDRE =
TSDRE (3, :) = U(1,
TSDRE (4, :) = Up(1,
TamSDRE (3, :) = U(1,
TamSDRE (4, :) = Up(1,

if 1 < n/2
U(l,1i+1)
end
if 1 >= n/2
U(l,i+1)
end
end
if perfil ==
if i < n/4 |
U(l,1i+1)
end

if 1 >= n/4

U(l,1i+1)
end
end
if perfil ==
if i < n/2
U(l,1i+1)
end
if i >= n/2
U(l,1i+1)
end
end
if perfil ==
if i < n/2
U(l,1i+1)
end
if 1 >= n/2
U(l,1i+1)
end
end
if perfil == 9
U(l,i+l) =
end
if perfil == 10
U(l,i+1) =
Up(l,i+1) =
end

cos (2xpix (i/n)

sin (2*pi* (i/n)

-

>= n* (3/4)
0;

& 1 < nx(3/4)
1;

i/n;

1 - i/n;

((1/n)"2)/2;

1-((i/n)"2)/2;

cos (1/n);

velxtempo (1) ;

vel;

$ REFERENCIAS PARA O CONTROLADOR
zeros (2«N+2,n+1) ;
zeros (6,n+1) ;

1)

1)

1)

1)

)

)
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save Ul.mat U

save Upl.mat Up

E.3 Rotina M - discretiza a matriz de massa via diferencas

finitas
function [M] = M(mh,mv, Ih,r,alpha,N,delta,p,A,w)
M44 = 0;
for j = 1:2%N
if mod(j,2) ==1
M(3+42,3+2) = 1;
end
if mod(3j,2) == 0
M44 = M44d + ((r + ((3/2) - 1)xdelta)”2)*xw(j/2)~*delta;
if §J >= 3
M(2, +2) = p(j/2)*A(j/2)*cos (alpha)*w(]/2)*delta;
M(4,3+2) = -p(3/2)*A(J/2)x(r + ((3/2) - 1)xdelta)«...
sin(alpha) *w(j/2) xdelta;
M(j+2,2) = p(J/2)*A(j/2) *xcos (alpha)*w(]j/2)+delta;
M(3+2,4) = —p(3/2)*A(j/2)*(r + ((3/2) - 1)xdelta)=*...
sin (alpha)*w(j/2) xdelta;
M(3+2,3+2) = p(3/2)*A(J/2)*w(j/2)«delta;
end
end
end
M(1,1) = 1;
M(2,2) = mh + mv;
M(3,3) = 1;
M(4,4) = Ih + M44;
end

E.4 Rotina K - discretiza a matriz de rigidez via diferencas

finitas

function [K] = K(E,Ih,N,delta,w)
D4n = D4 (N,delta);
Wn = W(w,delta,N);
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EIn = EI(E,Ih,N);

Kt = Wnx (D4n*EIn);
K(1,2) = -1;
K(3,4) = -1;

for j = 3:2%N
for 1 = 3:2%N

if mod(j,2) == 0 && mod(i,2) ==
K(j+2,1+1) = Kt(j/2,1/2); % termo inferior da diagonal principal
if 1 == 3
K(j+1l,1i+2) = -1; % termo superior da diagonal principal
end
end
end
end
end

E.5 Rotina D4 - constroe o operador de diferenciacao de 4

ordem

function [D4] = D4 (N,delta)

for 3 = 1:N

if § ==
D4 (3, 3) = 0 ;
D4 (j,3+1) = 0 ;
D4 (j,J+2) = 0 ;
D4 (3j,3+3) = 0 ;
D4(jlj+4) = 0 ;

end

if 3 == 2
D4(3j,3-1) = -4 ;
D4 (3, 3) = T
D4(jrj+l) = -4 ’
D4 (3, 3+2) = 1 ;
D4 (3j,J+3) = 0 ;
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end

if § >= 3 && j <= N-2

4(3,3-2) = 1 ;
4(3,3-1) = -4 ;
4(3,73) = 6 ;
(]r]+l) = -4 ;
4(3,3+2) = 1 ;
end
if § == N-1
D4(j,3-3) = 0 ;
D4(j,jJ-2) = 1 ;
D4(j,j*l) = -4 ;
4(3,3) = 5
D4 (j,J+1) = -2 ;
end
if §J == N
D4(j,j-4) = 0 ;
D4(j,3-3) = 0 ;
D4(j,]J-2) = 2 ;
D4 (j,J-1) = -4 ;
D4(jlj) = 2 7
end

end
D4 = D4/ (delta”4);

end

E.6 Rotina W - constroe o operador de integracao de Simp-

son

function [W] = W(w,delta,N)
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for j = 1:N
W(j,J) = deltaxw(j);
end

end

E.7 Rotina EI - constroe a matriz diagonal E*I

function [EI] = EI(E,Ih,N)
for j = 1:N

EI(J,3) = E*Ih;
end

end

E.8 RotinaF - discretiza o vetor de forcas via diferencas fini-

tas
function [F] = F (mh,nv,alpha,N,delta,p,A,w,q)
F(2,1) = mh*g + mvxg;

for j = 5:2%N
if mod(j,2) ==
F(j+2,1) = p(j/2)*A(3/2)*w(]j/2)+delta*xgxcos (alpha);
end

end
end

E.9 Rotina RK - aplica 0 método de Runge-Kutta na discre-

tizacao via diferencas finitas

function [tempo,h,hp,theta,thetap,v,vp, TSDRE] = RK(Q,R,passo,n,tempo,r, ...
alpha,N,delta,p,A,w,pf,CL,CD,T,qg,c,Vv,vp,h, hp,theta, thetap,M,K,F, TSDRE)
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Mapa do algoritmo
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%

da viga

da deflexao

Plot dinédmico

)
)

1;

controle

for 7 = 1:2%N+2

if § == 1

= R(1);

RSDRE (73, 7)

Q(1);

QSDRE (J, J)

end

if § == 2

= R(2);
= Q(2);

RSDRE (7, J)

QSDRE (J, J)

end

= R(3);
= Q(3);

RSDRE (7, J)

QSDRE (J, J)

end
if

= R(4);
= Q(4);

RSDRE (3, 7)

QSDRE (J, J)

end

5
if mod(3j,2)

if 3§ >

= R(5);
= Q(5);

RSDRE (7, J)

QSDRE (], J)

end

if mod(3j,2)

= R(6);
= Q(6);

RSDRE (7, J)

QSDRE (3], J)

end

end

end

zeros (2*N+2, 2«N+2) ;
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B(4,4) = 1;
NSDRE = zeros (2xN+2, 2«N+2) ;

ref = TSDRE;
for i = 1:n
Ktempo = K;
for 1 = 1:4
M44tempo = 0;
for 7 = 1:2%N
if mod(j,2) ==
M44tempo = M4dtempo + (v (]j/2,1)"2)*(sin(alpha)"2)*w(J/2)*...
delta;
end

end

Mtempo = M;

Mtempo (4, 4) M(4,4) + Md4dtempo;

Ftempo = zeros (2% (N+1),2% (N+1));
Fhtempo = 0;
Fthetatempo = 0;

for j = 1:2%N
if mod(j,2) == 0
Fhtempo = Fhtempo - ((pfx*c)/2)x( ((thetap(l,i)=*...
(r + ((3j/2) - 1)xdelta) - vp(j/2,1)+*sin(alpha))"2) +...
((vp(j/2,1) *cos (alpha) + hp(l,1))"2) )*CLxw(j/2)*delta;

Fthetatempo = Fthetatempo + (2+p (J/2) *A(J/2)*w(J/2) *. ..
v(j/2,1)*vp(j/2,1))*((sin(alpha)) "2)+thetap(l,1)*....
delta — T + ((pfxc)/2)*( ((thetap(l,i)~*...

(r + ((3/2) - 1)=*delta) - vp(j/2,1)+*sin(alpha))"2) +...
((vp(j/2,1i)*cos (alpha) + hp(l,i))"2) )x...
(r + ((j/2) - 1)*delta)*sin(alpha)*CD*w(3j/2)+delta;

if 3 > 3

Ftempo (j+2,3) = F(3+2,1) - p(3/2)*A(3/2)*w(j/2)*...
delta*( v(j/2,1i)*((sin(alpha))"2)*...
((thetap(l,1))"2) - gxcos(alpha) ) - ...
((pf*c)/2)*( ((thetap(l,i)*(r + ((j/2) - 1)=*delta)...
- vp(j/2,1i)*sin(alpha))"2) +
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((vp(j/2,1i) *cos (alpha) + hp(1l,1))"2) )=*...
(CL*cos (alpha) + CDx((sin(alpha))"2))*w(]j/2)+delta;

end
end
end
Ftempo(2,3) = F(2,1) + Fhtempo;
Ftempo(4,3) = F(4,1) + Fthetatempo;

for 3 = 1:2%(N+1)

if j ==
s(j,1) = h(l,1);
sref(j,1) = h(l,i) - ref(j,1);
end
if j§ ==
s(3,1) = hp(1l,1);
sref(j,i) = hp(l,1) - ref(j,1i);
end
if j§ ==
s(j,1) = theta(l,1i);
sref(j,1) = theta(l,i) - ref(j,1i);
end
if j == 4
s(3j,1) = thetap(l,1i);
sref(j,1) = thetap(l,i) - ref(j,i);
end
if J >= 5
if mod(j,2) == 1
s(j,1) = v((3-1)/2,1);
sref (j,1) = v((3-1)/2,1) - ref(j,1);
end
if mod(j,2) == 0
s(J,1) = vp((3-2)/2,1);
sref(j,1) = vp((3-2)/2,1) - ref(j,1);
end
end

end

Ftempo = Ftempo/theta (i) ;

ASDRE = Mtempo\ ( -Ktempo - Ftempo );
BSDRE = Mtempo\B;

if controle ==
PSDRE = 1lqr (ASDRE, BSDRE, QSDRE, RSDRE, NSDRE) ;

TSDRE (:,i+1) = (-RSDRE\ ((BSDRE') *PSDRE) ) *sref (:,1);
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end

spp(:,1) = ASDRExs(:,1i) + BSDRExTSDRE(:,i+1l);
if 1 == 1
for 7 = 1:2%(N+1)
k1(j) = passox( spp(j,i) )i
end
for 3 = 1:2%(N+1)
if § ==
h(l,1i) h(l,i) + k1(1)/2;
end
if j ==
hp(1,1) hp(l,i) + k1(2)/2;
end
if j ==
theta(l,i) = theta(l,1i) + k1(3)/2;
end
if § ==
thetap(l,i) = thetap(l,i) + k1(4)/2;
end
if 3 >=5
if mod(j,2) == 1
v((3-1)/2,1) = v((3-1)/2,1) + k1(3)/2;
end
if mod(j,2) ==
vp ((J-2)/2,1) = vp((3-2)/2,1) + k1(3)/2;
end
end
end
end
if == 2
for 37 = 1:2%(N+1)
k2 (J) = passox( spp(J,1) )i
end
for 7 = 1:2%(N+1)
if § ==
h(l,1i) h(l,i) - k1(1)/2 + k2(1)/2;
end
if j ==
hp(1,1) hp(l,i) - k1(2)/2 + k2(2)/2;
end
if § ==
theta(l,1) = theta(l,i) - k1(3)/2 + k2(3)/2;
end
if j ==

thetap (1, 1)

= thetap(l,1) - k1(4)/2 + k2(4)/2;
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end
if 1

end
if 1

end

for

end

for

end

for

end

for

end

if j >=5
if mod(j,2) ==1
v((3-1)/2,1) = v((3-1)/2,1) - k1(3)/2 + k2(3)/2;
end
if mod(3j,2) ==
vp((3-2)/2,1) = vp((3-2)/2,1) - k1(3)/2 + k2(3)/2;
end
end
3
J = 1:2%(N+1)
k3(j) = passox( spp(j,1i) );
J = 1:2%(N+1)
if 3 ==
h(l,i) = h(l,i) - k2(1)/2 + k3(1);
end
if § == 2
hp(l,i) = hp(l,i) - k2(2)/2 + k3(2);
end
if 3 == 3
theta(l,i) = theta(l,1i) - k2(3)/2 + k3(3);
end
if § ==
thetap(l,1) = thetap(l,i) - k2(4)/2 + k3(4);
end
if § >=5
if mod(j,2) ==1
v((3-1)/2,1) = v((3-1)/2,1) - k2(3)/2 + k3(3);
end
if mod(3j,2) ==
vp ((3-2)/2,1) = vp((3-2)/2,1) - k2(3)/2 + k3(J);
end
end
4

3 = 1:2% (N+1)
k4 (j) = passox( spp(j, 1) );

J = 1:2% (N+1)

if jJ ==1

h(l,i) = h(1l,1i) - k3(1);
end
if §J == 2
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hp(l,1i) = hp(l,1i) - k3(2);
end
if § ==
theta(l, 1) = theta(l,1) - k3(3);
end
if j ==
thetap(l,i) = thetap(l,i) - k3(4);
end
if 3 >=5
if mod(j,2) == 1
v((3-1)/2,1) = v((3-1)/2,1) - k3(3);
end
if mod(3j,2) ==
vp((J-2)/2,1) = vp((3-2)/2,1) - k3(3);
end
end
end
end
end
%$Méetodo de Runge—-Kutta RK45%
h(1,i+1) = h(1,1) + (k1(1) + 2%k2(1) + 2%k3(1) + k4(1)
hp(1,1i+1) = hp(1l,1) + ( k1(2) + 2xk2(2) + 2+xk3(2) + k4(2)
theta(l,i+1) = theta(l,i) + ( k1(3) + 2xk2(3) + 2xk3(3) + k4 (3)
thetap(1l,1i+1) = thetap(l,1i) + ( k1(4) + 2xk2(4) + 2+k3(4) + k4(4)
for 7 = 5:2%N+2
if mod(3j,2) ==1
v((3-1)/2,i+1) = v((3-1)/2,1) + ( k1(3) + 2xk2(j) +
2+«k3(3) + k4(3) )/6;
end
if mod(j,2) ==
vp((3-2)/2,i+1) = vp((3-2)/2,1) + ( k1(3) + 2xk2(j) +
2+«k3(3) + k4(3) )/6;
end
end

if mod (i, 100) == 0
figure (1)
subplot (2,1,1)

o°  o°

o\

plot (v(:,1));

end

88



end

save tempo.mat tempo
save hl.mat h

save hpl.mat hp

save thetal.mat theta
save thetapl.mat thetap
save vl.mat v

save vpl.mat vp

save TSDREl.mat TSDRE

end

E.10 Rotina M - discretiza a matriz de massa via modos as-

sumidos
function [Mam] = Mam (mh,mv,Ih,alpha,p,A,beta,mi,gama, zeta)
m22 = mh + mv ;
m26 = p(l,1)*A(1,1)+*cos(alpha)+zeta;
m44 = Th + mi ;
m46 = -p(l,1)*A(1l,1)+*sin(alpha) *gama;
m62 = p(l,1)*A(1l,1)+cos (alpha)xzeta;
mé64 = -p(l,1)*xA(l,1)rsin (alpha) xgama;
mé66 = p(l,1)xA(1l,1)«beta ;
Mam = [ 1, O , O, O , O, O

OI m22 ’ 0 7 0 7 0 7 m26

o, o , 1, o0 , 0,0

0, , 0, mdd4d , 0 , mdo

6, o0 , 0, 0 , 1,0

0, me2 , 0, med , 0 , mo66 ];
end

E.11 Rotina K - discretiza a matriz de rigidez via modos as-

sumidos

function [Kam] = Kam(p,A,wl,zeta)
k65 = p(1,1)*A(1,1)x(wl"2)~*zeta;
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Kam = [

O O O o O O
~

o O O o o
~

O O O o O O

o O O O o O

~
o B O O O O

end

E.12 Rotina F - discretiza o vetor de forcas via modos assu-

midos

function [Fam] = Fam(mh,mv,alpha,p,A, zeta,g)

Fam(2,1) = ((mh + mv)*g);
Fam(6, 1)

p(l,1)*A(1,1)+*gxcos (alpha)xzeta;

end

E.13 Rotina RK - aplica o método de Runge-Kutta na discre-

tizacao via modos assumidos

function [tempo,xl,x2,x3,x4,x5,x6,TamSDRE] = RKam(Q,R,passo,n, tempo, ...
alpha,p,A, zeta, beta, lambda, gama, epsolon,mi, sigma, tau,psi,pf,CL,CD,qg, ...
c,x1,x2,x3,x4,x5,%x6,Mam, Kam, Fam, TamSDRE)

5555555555555 55 5555555555555 5555555%%5%55%5%5%5%5%5%5%%%5%5%%%
5555555555555 5555%%5%5%5%5%5%5%5%%%%% Repetir 4x 5555555555555 55%%%5%5%5%5%5%5%5%5%%%%%%%
% Atualizacdo da parte dindmica da matriz de massa - elemento Mam(4,4)

% Atualizacdo da parte dindmica do vetor de forgca - elemento Fam(h),
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Método de Runge-Kutta

controleam = 1;

RamSDRE = [R(1),0 , 0 , 0 , 0 , O



0 ,R(2),0 , , 0
0 , 0 SR(3), , , 0
0 , 0 , /R(4), r 0
0 , 0 , 0 , 0 /R(5), O
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , R(6)1;
QamSDRE = [Q(1),0 , 0 , 0 , 0 , O
0 ,0(2),0 , 0 , 0 , 0
0 , 0 ,0(3),0 , 0 , 0
0 , 0 , 0 ,0(4),0 , 0
0 , 0 , 0 , 0 ,Q(5), 0
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , Q(6)];
Bam = [0, 0, 0, O, 0, O
o,1,0, 0, 0,0
o,0, 0,0, 0,0
o,0, 0,1, 0,0
o,0, 0,0, 0,0
0 0 0 0 0 01;

NamSDRE = zeros (6, 6);

refam = TamSDRE;

for i = 1:n

tempo (i+l) = tempo (i) + passo;

Kamtempo = Kam;

for 1 = 1:4

Mam44tempo = (x5(1,1)"72)+ (sin(alpha)"2) xbeta;

Mamtempo = Mam;

Mamtempo (4, 4) Mam (4,4) + Mamé44tempo;

Famhtempo —((pf*c)/ (2+xzeta))»( ((x4(1,1))"2)*mi +
((x6(1,1))"2)+*beta - 2xx4(1,1)*x6(1,1)*sin(alpha)*xepsolon +
(x2(1,1))"2 + 2xx6(1,1)*cos (alpha)*x2(1,1)*zeta ) *CL;

Famthetatempo P(l,1)*A(1,1)*2xx4(1,1)*x6(L,1i)*x5(1,1)~*...
((sin(alpha)) "2) *beta + ((pf*xc)/2)*( ((x4(1,1i))"2)*psi +

((x6(1,1))"2)*sigma — 2xx4(1,1)*x6(1,1)*sin(alpha)*tau +

((x2(1,1i))"2)*gama + 2xx6(1l,1)rcos (alpha)*x2(1l,1i)*epsolon )*...

sin (alpha) xCD;
Famgtempo = —p(l,1)*A(1,1)*( ((x4(1))"2)*x5(1,1i)*...
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((sin(alpha))"2) - gxcos(alpha) )=*zeta — ((pfxc)/2)*...

( ((x4(1,1))72)*mi + ((x6(1,1))"2)+beta — 2*x4(1,1)*x6(1,1)*...

sin(alpha) xepsolon + (x2(1,1))"2 + 2xx6(1,1)*cos (alpha)x*...
x2(1l,1)*zeta )=+ (CL*xcos (alpha) + CDx((sin(alpha))”"2));

Famtempo zeros (6, 6) ;

Famtempo(:,1) = Fam;

Famtempo (2,3) = Fam(2,1) + Famhtempo ;
Famtempo (4,3) = Fam(4,1) + Famthetatempo;
Famtempo (6,3) = Fam(6,1) + Famgtempo ;
sam(l,i) = x1(1,1);

sam(2,1i) = x2(1,1);

sam(3,1i) = x3(1,1);

sam(4,i) = x4(1,1i);

sam(5,1) = x5(1,1);

sam(6,1) = x6(1,1);

samref (1,i) = x1(1,1i) - refam(l,1i);
samref (2,1i) = x2(1,1) - refam(2,1i);
samref (3,1) = x3(1,1) - refam(3,1);
samref (4,1i) = x4(1,1) - refam(4,1i);
samref (5,1) = x5(1,1) - refam(5,1);
samref (6,1i) = x6(1,1) - refam(6,1);

Famtempo = Famtempo/x3 (i) ;

AamSDRE
BamSDRE = Mamtempo\Bam;

Mamtempo\ ( —Kamtempo - Famtempo );

if controleam ==

PamSDRE = lqgr (AamSDRE, BamSDRE, QamSDRE, RamSDRE, NamSDRE) ;

TamSDRE (:,i+1) = (-RamSDRE\ ( (BamSDRE') *xPamSDRE) ) xsamref (:,1);
end
sampp (:,1) = AamSDRE*sam(:,1) + BamSDRExTamSDRE (:,i+1);
if = 1

for 3 = 1:6
k1(3j) = passox( sampp(Jj, i) );

end

x1(1,1)
x2(1,1)

x1(1,1) + k1(1)/2;
x2(1,1) + k1(2)/2;
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+ k1(3)/2;
+ k1(4)/2;
+ k1(5)/2;
+ k1(6)/2;

= x3(1,1)
= x4(1,1)
= x5(1,1)
= x6(1,1)

x3(1,1)

x4(1,1)
x5(1,1)

x6(1,1)

end

=2

if 1

16

for §j =1

)i

= passox ( sampp (J, 1)

k2 (3)

end

/2;
/2;
/2;
/2;
/2;
/2;

N N N N N N
IV RV RV R Y
+ + 4+ 4+ + +
NN NN NN
NSNS N N N
— N M < 0 0
—
VY
[

== 3

if 1

:6

for 3 =1

)i

= passox* ( sampp (j, 1)

k3(3)

end

M M MmN O m
% R SV N NV RN
+ 4+ 4+ + + o+
NN NN NN
NSNS NS N N N
— N O 0 0
N N
A 4
| |

end

== 4

if 1

16

for §j =1

passox ( sampp (j, 1) );

k4 (3)

~ o~ o~~~ o~

—~ o~ o~~~ o~

—~ o~ o~~~ o~

end

end
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if mod (i, 100)

figure (1)

subplot (1,2,2)

F1))

plot (g(:

end

end

save x11.mat x1

save x21.mat x2

save x31.mat x3

save x41.mat x4

save x51.mat x5

save x6l.mat x6

save TamSDRE1l.mat TamSDRE

end
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